I. megoldas. Irracionélisnak a nem racionalis (valés) szamokat nevezziik, vagyis azokat, amelyek nem irhatok fel
két egész szam hanyadosaként. Minden raciondlis szdmot tizedes tort alakra atirva, vagy véges tizedes tortet kapunk
vagy szakaszos tizedes tortet, azaz olyat, amelynek szamjegyei sordban valahonnan kezdve egy szakasz: véges szami
szamjegy egymasutanja periodikusan ismétlgdik. A szakasz szamjegyeinek p szamét a szakasz (periodus) hosszanak
nevezziik. Ezek szerint A irraciondlis voltanak bizonyitasahoz elég belatni, hogy semmiféle p természetes szam nem
lehet a periddusanak hossza.

Felhasznaljuk, hogy a 3* hatvanyok utolsé szamjegye az 1, 3, 9 és 7 jegyek valamelyike, utolsé el6tti szamjegye
pedig paros

Bebizonyitjuk tovabba, hogy barmely j természetes szdmhoz van olyan k kitevs, hogy a 3* hatvany jegyeinek szadma
j. Valoban, ha egy 3" hatvany s jegyt, akkor a kdvetkez6 harom intervallum valamelyikébe esik:
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és ennek megfelelGen rendre a 3"+3, 372, 37*1 hatvany szamjegyeinek szdma pontosan (s 4 1); tehat minden egyes 3%
hatvanyhoz hozzarendelve szadmjegyeinek szamat, ezen 1 sorozatbol egyetlen természetes szam sem hianyzik.

Tegyiik fel marmost, hogy az (1) szam racionéalis — ekkor képzésénél fogva nem lehet véges tizedes tort —, tizedes tort
alakjaban a periddus hossza p, és az els6 periodus el6tti utolso szamjegy (ami kés6bb nem ismétlédik) a 3N hatvanybol
szarmazik. p = 2, hiszen lattuk, hogy k = 3 esetén a 3% hatvany jegyei kozt van pératlan is, paros is. Vegyiik p-nek
egy az N-nél nagyobb mp tobbszorosét és hozza egy olyan k(> 2) kitevét, amelyre 3% szamjegyeinek szama mp + 1.
(mp + 1 nem tSbbszorose p-nek.) Leirva 31 utolsé jegyét, ami paratlan, a periodikussag folytan, téle akirhanyszor
p-vel tovabb lépve, ugyanezt a jegyet kellene kapnunk. Amde mp-vel tovabb lépve az (mp + 1) jegyii 3F-nak utols6
el6tti jegyét talaljuk, ami paros. Ellentmondéasra jutottunk, foltevésiink hibéds, A nem szakaszos végtelen tizedes tort,
tehat irracionalis.

Megjegyzés. Az idézett gyakorlat kiegészits kérdésére azt talaltuk, hogy az allitas érvényes a 3-as alapszam helyén
minden olyan egész szamra, melynek utolsé jegye 0, 1, 3, 5, 7 vagy 9, és utolso6 elGtti jegye péaros. Az 5, 7, 9 alapszamokra
fenti bizonyitasunk is kozvetleniil atvihets.

II. megoldas. A 3% hatvanyok utolsé szamjegye periodikusan 1, 3, 9, 7, ezek A-ban végtelen sokszor lépnek 51,
tehat ha van A-nak periddusa, abban is follép mindegyikiik. Eszerint azt a foltevést, hogy A periddusanak hossza p,
megcafolhatjuk annak megmutatasaval, hogy A-ban végtelen sokszor talalhaté egymas utan p db 0 jegy.

Részben megismételjiik a Gy. 1330. gyakorlat II. megoldésénal@ gondolatmenetét, n = 3 helyén (p + 1)-et véve.
Tekintsiik a 3* hatvanyok (p+1) jegyt végzédeését. A killonboz6 vegzédesek szama veges (nem tobb, mint 10P+1), ezért
van olyan [ > k, hogy a 3! és 3" hatvanyok (p + 1)-jegyii vegzédese egyezik. Igy kiilonbsegiik: 3' — 3% = 3% (3'7% — 1)
oszthaté 10P1-nel (ami 2PT1.5P1. Mivel 3* relativ prim 10P1-hez, azért a 3' =% — 1 tényezs oszthaté 10°T -nel, tehat
3=k = 107+ . ¢ + 1 alaka. Ebben a hatvanyban pedig — és minden 3™ %) -ban is — az a szam utolso jegye és a szam
végén allo 1-es szamjegy kozott p db zérus all. Ezt akartuk bizonyitani.
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