Szimmetriacentrummal biré sikidom oldalainak szama paros, legegyszertibb példaja a paralelogramma, ilyenbgl
3-at véve egy kozOs csticsba, mar legaldbb 7 csicsot adnak, ezért a foltevés szerinti poliéderek legegyszeriibb példaja a
paralelepipedon, és erre az allitas helyessége nyilvanvalo. (Két tovabbi példa lapunkbol az 1407. gyakorlatbarﬁ vizsgalt
test és a rombdodekaéde. Azt kell belatnunk, hogy a feltevés szerinti barmely P poliéderhez taldlhatd olyan O pont,
amelyre tiikkrozve P-nek barmelyik lapjat, a tiikorkép ugyancsak lapja P-nek.

1. Jeloljik P egy L; lapja egyik — fiiggslegesen tartott — élének alsdé végpontjat Aj-gyel, a fels6t Bi-gyel, ezek
tiikorképét a lap szimmetriacentrumara As-vel, illetve Bs-vel. Ekkor a foltevést Li-re alkalmazva, As By is éle Li-nek,
tovabba Ag Bs-ben csatlakozik Li-hez P-nek egy tovabbi Lo lapja. Ennek szimmetria-kézéppontjara tiikrézve Ag Bo-t,
ismét egy As3Bs élét kapjuk P-nek, rajta atléphetiink egy L3 lapra, és igy tovabb. Az A1 By, A3Bs, A3Bs, ... élek
egymaéssal parhuzamosak, egyenl§ hossztiak és a szomszédosak paronként ellentétes irdnyaak.

Ebben a tiikrozési sorozatban eljutunk egy olyan k indexhez, amelyre az Ag,1Bri1 él — amelyhez az Ly lap
centruman valo tiikrozéssel jutottunk, — beleesik egy mar megjelolt A;B; kép (j < k) egyenesébe, viszont az Ay B
kép egyenese még minden korabbi kép egyenesétdl kiilonb6z6. Ha ugyanis nem volna ilyen k, akkor P-nek végtelen
sok éle és lapja volna, amit pedig kizarhatunk. (Annak ellenére is kizarhatjuk ezt, hogy a kittizés nem mondta ki;
ezt az észrevételt a probléma az igényes megoldotol elvarja.) Ekkor P konvexsége alapjan, Agy1 vagy A; -vel esik
egybe, vagy Bj-vel, egyszersmind Bj1 az A;B; él masik végpontjaval, mert konvex testnek nem lehet két éle egymas
meghosszabbitasan; tovdbba j = 1, mert j > 1 esetén A;B; harom lapnak, L;_;-nek, L;-nek és Li-nak lenne kzos
éle, ami ismét lehetetlen.

Az L4, Lo, ..., L lapok — szogletes cs6darabra emlékeztets — egylittesét a poliéder Ay By-gyel parhuzamos zéndjdnak
nevezziik (kristalytani kifejezéssel élve). Természetesen azt varjuk, hogy Li-nek a vart O pontra valé tiikorképét az L;
lapok kozt talaljuk meg (i = 3,...,k—1).

2. Vetitsiik P-t A1 B, iranyu vetitéssel egy ra merdleges V (vizszintes) sikra és jeloljiik barmely X alakzat (csucs,
lap) ilyen vetiiletét X' -vel. Igy Al és B, egybeesik. Az A} A}, szakasz az L; keriiletébol annak a két résznek a kozos
vetiilete, amelyekre az szétesik az A; B; és A;+1B; 1 oldalak elhagyasédval, hiszen P konvexsége alapjan minden egyes
lapja konvex sokszog, és L; kozte van a mondott parhuzamos éleknek.

Tovabbé az L; lap sikjanak a vetiilete az A A’ 11 egyenes, ezért P vetiilete ennek az egyenesnek az egyik oldalara
esik, hiszen P minden pontja az egyik oldalan van minden olyan siknak, amelyben benne van P-nek egy lapja. Ezt
valamennyi i-re alkalmazva, az A} A, ... A}, = K sokszdg konvex, és P vetiilete ennek a belsejébe és a keriiletére esik;
maés szoval: K a P vetiiletének tn. kontirvonala. Minden egyes L;-t meghosszabbitva az A;B; és A;+1B;iy1 egyenesek
kozti végtelen siksavva, e k siksav egyiittese elhatarol egy végtelen hasabos térrészt, melynek alapidoma K és P benne
van e térrészben.

! Megoldasat lasd K. M. L. 47 (1973) 62.
2 Lasd pl. Csdkdny Bélénak A méhek lépsejtjeirsl, matematikus szemmel c. cikkében, K. M. L. 43 (1971) 109-117. E cikkbdl vettiik
abrank otletét Szerk.



A latott zéna P tovabbi lapjait szétvalasztja két egymastol kiilonallo részre, egy alsé S, és egy felsé Sy sivegre,
pl. Sg-nak a zénaval kozos csicsai Ay, Ba, As, By, ... valamint az L; lapok esetleges tovabbi cstucsai a mondottak
szomszédos parjai kozott. A slivegek minden egyes lapjanak V-n levs vetiilete centralszimmetrikus konvex sokszog,
mert tiikros a lap centruménak vetiiletére, hiszen szakasz felezGpontjanak vetiilete felezi a szakasz vetiiletét. Egyetlen
ilyen lap vetiilete sem lehet egyenesszakasz, mert P-nek nincs tovabbi, az A; B1-gyel parhuzamos lapja. Az egy siivegbe
tartozo lapok vetiilete hézagtalanul és egyrétien kitolti K-t, mert a hasabos tér belsejében, A; Bi-gyel parhuzamosan
halad6 minden egyenes két pontban metszi P hatarfeliiletét, mindegyik siiveget 1-1 pontban. Ha tehat csak az egyik
siiveget vetitjiik le, K-nak egy centralszimmetrikus sokszogekre valé felbontasat kapjuk.

Alkalmazhatjuk erre a P. 144. problémaﬁ megoldasaban bizonyitott allitast: ha egy konvex K sokszoget centralszim-
metrikus konvex sokszogekre lehet felbontani, akkor maga K is centralszimmetrikus. Emiatt az A; By éllel parhuzamos
zonaban paros sok él van, k = 2n, tehat beszélhetiink szemkozti élekrsl: 1 < 7 < n mellett az A;B; éllel szemben az
ApyiBnyi €l van, két szomszédos él altal meghatarozott lap sikja parhuzamos a valasztott élekkel szemkozti élek
sikjaval, és a szemkozti élparok tavolsaga egyenld.

3. Az eddigiek szerint P tetszoleges L lapjanak tetszéleges Ay By, As Bs élparjahoz talalhaté P-nek olyan szemkozti
L* lapja, amelyik parhuzamos L-lel, és amelyiknek van A; B;-gyel parhuzamos A} By , A3Bj élparja, és még azt is
tudjuk, hogy A;1Bi, és AsBs tavolsaga egyenls A Bi* és A3 Bj tavolsagaval. Alkalmazzuk ezt a megallapitast a By,
Bs csucsokhoz csatlakozo B1Cq, BoCo élparra (nem zéarva ki az A; = Cy lehet8séget sem), kapjuk elGszor is, hogy a
parhuzamos lap csak L* lehet, mert P-nek L-lel legfeljebb csak egy lapja lehet parhuzamos, és az A By, A3 B2, B1Ch,
B>C5 egyenesek altal hatarolt paralelogramma egybevago L* megfelel§ paralelogrammajaval. Tehat A; Ay és AT A3
parhuzamosak és egyenlGek, és a felezépontjaik altal meghatérozott szakasz felezGpontjara tiikrézve Sket egymasba
mennek at. Feltehetjiik, hogy L* csucsait eleve ugy betiiztiik meg, hogy ez a tiikrozés Ai-t Aj-ba viszi. Az A; Ay
szakasz felez6pontja L szimmetriacentruma, tehat Aq A7 felez6pontja azonos az L és L* szimmetriacentrumai altal
meghatarozott szakasz felezGpontjaval. Jeloljiik ezt a felezGpontot O-val, mint lattuk, O helyzete nem fiigg attol, hogy
L-en melyik csicsot valasztjuk A; szerepére, ami azt jelenti, hogy L-t O-ra tiikrézve L™ -ot kapjuk.

4. Ezzel belattuk, hogy P tetsz6leges L lapjahoz talalhato olyan O pont, amelyre L-t tiikrozve ismét P valamelyik
lapjat kapjuk. P szomszédos lapjaihoz ugyanaz a centrum tartozik, hiszen e centrumot most mar az az él meghatarozza,
amelyben a valasztott lapok egymaéshoz csatlakoznak. Mivel barmely laprél barmely lapra eljuthatunk, szomszédos
lapok lancolatan at, P tetszGleges lapjahoz ugyanaz az O centrum tartozik, vagyis P centralszimmetrikus, amint azt
bizonyitanunk kellett.

3Megoldéusé,t lasd ezen szam 161. oldalan



