a) Ha P, Q, R a sik tetsz6leges pontjai, és S a P-nek a QR szakasz felez6pontjara, F-re vonatkozo6 tiikorképe,
akkor a PR szakaszt F-re tiikrozve SQ-t kapjuk, és emiatt a P‘}% és Q? vektorok egyenlSk. Ennek az észrevételnek az
alapjan atfogalmazhatjuk a halmaz (1) tulajdonsagat:

(la) Ha P és R a H tetszoleges pontjai, akkor H pontjait a ﬁ vektorral eltolva ismét H-beli pontokat kapunk.

b) Legyen P, Q, R a H-nak tetsz6leges harom, nem egy egyenesen levs pontja. [A (2) tulajdonsig alapjan ilyen

va.] Q-t PR-rel eltolva a H-beli S, pontot kapjuk, és ebbél kiindulva lépésrol lépésre kapjuk PR-rel valo eltolassal

a H-beli So, ..., Sy, ... pontokat, amelyek a @51, egyenesen vannak, és amelyekre Q?n = nP‘}% Q-t ]ﬁ’—ral és ]ﬁ)
tObbszoroseivel eltolva kapjuk a H-beli S_1, ..., S_,, ... pontokat, amelyek a ).S; egyenesen vannak, és amelyekre
Q? = -n- P‘I% A QS egyenes igy kapott pontjait a 1@ vektor tObbszordseivel eltolva egy paralelogrammaracs
pontjait kapjuk, amelynek minden pontja H-beli, és szemei a PRS;(Q paralelogrammaval egybevagoak.

Megmutatjuk, hogy a sik tetszéleges k korében van H-nak pontja. Legyen ugyanis € a k sugaranak a negyede, ekkor
(2) szerint van olyan e sugart kor, amelyben H-nak van harom nem egy egyenesen levs pontja. Az ezekre tamaszkodo
paralelogramma racsnak van k-beli pontja, és az b) szerint H-beli. Legyen ugyanis PQRS a paralelogrammaracsnak
az a szeme, amely tartalmazza k kozéppontjat (illetve barmelyik olyan, ha tobb olyan is van). E kézéppontnak a P-t6l
mért tavolsdga nem nagyobb, mint a PQRS nagyobbik atloja, ami viszont nem nagyobb a PQ R haromszoget lefedd
kor atmérdjének a 2-szeresénél, 4e-ndl, ez pedig nem més, mint k sugara.

¢) A most bizonyitott (3) tulajdonsiaghol kovetkezik a feladat allitdsa. Ha ugyanis a feladat allitdsa nem volna
igaz, volna olyan k kor, amelyben H-nak legfeljebb csak véges sok pontja volna. Legyen O a k-nak H-hoz nem tartozé
pontja, és legyen P a H-nak K-beli pontjai koziil az O-hoz legk6zelebbi. Akkor a O koriili, OP sugaru ko kérben (vagy
a vele koncentrikus, teljesen k-ban fekvd korben, ha ky még nem volna teljesen k-ban) H-nak nem volna pontja, ami
(3) szerint nem lehet. Feladatunk allitasat ezzel bebizonyitottuk.



