Legyen a = sin® z, b = cos? y, ekkor
(4) 0<a<1l: 0<b<l,

teljesiil tetsz6leges x, y mellett, és konnyen lathatod az is, hogy ha a, b olyan szdmpar, amelyre (4) teljesiil, akkor van
olyan z, y szampar, amelyre sin® z = a, cos® y = b. Emiatt feladatunk ekvivalens a kovetkezével: hatarozzuk meg a sik
azon P(u, v) pontjainak mértani helyét, melyekre az

(5) fla) + f(b) = u,

(6) at+b=v

egyenletrendszernek van olyan a, b megoldasa, amelyre (4) teljestil. (4)-bdl és (6)-bol azonnal lathato, hogy
(i) 0<v<2,

ez az (u, v) szamparra vonatkozo elsé sziikséges feltétel.
Legyen el6szor v a zart [0, 1] intervallum tetszéleges rogzitett pontja: 0 < v < 1. Ekkor u a

(7) g9(x) = f(x) + flv—2)
fiiggvény értékkészletét futja be, ha a fiiggvényt azokra az z-ekre értelmezziik, amelyekre az
a=z, b=v—=x

szamokra, teljesiil (4), tehat amelyekre
0<x<1l, 0<v—a<1,

azaz 0 < z <.
A v = 0 esett6l mint trivialistol a tovabbiakban eltekintiink, hiszen ekkor g értékkészlete a g(0) = 2(0) szambol
all. Legyen tehat 0 < v < 1, ekkor g értelmezési tartomanya a zart [0, v] intervallum. Itt ez a fliggvény szimmetrikus

v . Lo
az x = 3 abszcisszajd pontra:

v v v v
574)=1(5+4)+7(5-4)=0(5-4).
g (2 + ACRE AT I3
tehat g-nek a [0, v] feletti értékkészlete megegyezik a [O, %} feletti értékkeészletével. Megmutatjuk, hogy g az egész

[0, v] intervallumban konvex, és [0, %}—ben monoton fogy, [g, v} -ben monoton né. Valéban, legyen 0 < 1 < x5 < w

és legyen M a [0, 1] intervallum tetsz6leges pontja, akkor

g(Az1 + pxe) = f(A1 + pr2) + f(Ayr + pye) <
SAf (@) + fyn)] + nlf(22) + f(y2)] = Ag(x1) + pg(a2),

ahol pu =1—- X\, y1 = v — 1, y2 = v — x2. Ezzel belattuk, hogy g konvex, és ratériink annak a bizonyitasara, hogy a
[O, %} szakaszon monoton fogy.

)\ = /\Il + (1 - /\)IQ

abszcisszaju, és

yr = Af(z1) + (1= A) - f(2)
ordinataja Hy(zy, yx) pont az (xl,f(xl)), (xg,f(:tz)) pontokat Osszekots szakasz pontja, nevezetesen az a pont,
amely a szakaszt (1 — A\):\ ardnyban osztja. Jeloljiik e(z; x1, x2)-vel azt a linearis fliggvényt, amelynek az értéke x1-
ben f(x1), zo-ben f(x2). A H) pont rajta van ennek a fiiggvénynek a képén, igy a konvexség feltétele azt jelenti, hogy
az x1 < x < x9 szakaszon az f(x) fiiggvény képe e(x; x1, x2) alatt halad:

f(z) <e(x; 1, 2), haxz <z <xz.
Sziikségiink lesz arra is, hogy ha f(z) konvex, akkor
f(@) > e(x; x1, z2), haxz <z, vagy x> xa.

Valéban, legyen példaul 2o < z1, akkor f(x) konvex volta miatt

f(x1) < e(w1; @0, x2),



viszont f(x1) = e(x1; x1, x2), tehat az e(x; x1, x2) lineéris fliggvény = < xo mellett e(z; zo, x2) alatt halad:

f(xo) = e(zo; o, 2) > e(xo; x1, T2).

E megjegyzés utan visszatériink g monotonitasanak a bizonyitasara.

Legyen y; és y2 az f(x) értelmezési tartomanyénak oly pontja, melyre y1 < 1, y2 > xo teljesiil, azaz legyen az
[x1, 22| szakasz az [y1, ya] szakasz része. Mivel f(x) az e(x; y1, y2) alatt van, azért e(x; y1, y2) alatt van f(z)-nek az
e(x; o1, x2) hurja is. Valoban, ha x; <z < x4, akkor

Tog — T xr — I

f(z) +

T2 —T1 T2 — 1

e(x; x1, x2) =

f(z2) <

Tog — T

X
< e(z1; y1, y2) +

-
< e(z2; Y1, y2) = e(@; Y1, y2)-
o — X1 To — X1

Ennek specialis eseteként kapjuk, hogy ha 0 <y; < z1 < %, akkor

9un) = S () + Fly) = 2¢ (53 v 1) > 2€ (G 21, 2) = fn) + fa) = gla).

ahol yo = v — y1, x5 = v — 1. Tehat g valoban monoton fogy6 a [0, %} szakaszon.

A ¢ fiiggvény — mint minden konvex fliggvény — folytonos az értelmezési tartoméanyanak minden belsé pontjaban.
Legyen ugyanis f(z) a p < < ¢ szakaszon konvex, és legyen p < z¢ < g. Akkor p < z < xg, mellett

e(x; wo, q) < f(z) < e(z; p, o),

ha pedig =g < x < ¢, akkor

e(x; p, wo) < f(x) < e(w; x0, q).

yl

glo)s
9o

Eszerint
mln{e(x, b, ‘TO)?e(‘T; Zo, Q)} < f((E) < max{e(x; 'z 1‘0),6((E; Zo, Q)}

Mivel ennek az egyenlStlenség lancnak a két szélén folytonos fliggvények allnak, és ezeknek az x = z¢ helyen felvett
értéke egyenld, f(z) is folytonos xg-ban.

Konnyen lathato, hogy ha f(z) konvex [p, ¢]-ban, akkor f-nek a p-beli értékét tetszéleges, f(p)-nél nagyobb szammal
helyettesitve ismét konvex fiiggvényt kapunk. Emiatt a [p, ¢]-ban konvex f fiiggvény a végpontokban nem feltétlentil

. v
folytonos. Igy van ez a fenti g fliggvény esetében is, ezért nem varhato, hogy a [O, 5} -ben monoton ¢ fiiggvény érték-

készlete az egész {g (g) , g(O)] szakasz legyen. Mivel g monoton, létezik az x = 0 pontban a jobb oldali hatarértéke,

jeloljiik ezt go-lal. Megmutatjuk, hogy ¢ értékkészlete az

(i) u=g(0) = £(0) + f(v)

szambol, és a

(iii) g1 <u<go



szamokbol all, ahol
i ¢ —q(%) = v
go=lim [f@)+ fw—2)] & g=g(3)=2/(5)-
x>0

(Ha a go hatéarérték egyenls a g; fliggvényértékkel, akkor g értékkészlete a ¢(0) és a g1 szdmokbol all.)

Ennek érdekében — tobbek kozott — azt kell megmutatnunk,

hogy ha ug tetszdleges valos szam, melyre g1 < up < go teljesiil, akkor van olyan 0 < zy < % amelyre g(zg) = uo.
Legyen A azoknak az x valos szamoknak a halmaza, amelyekre

0<z< és g(z) <wug

N <

teljesiil. Mivel g monoton fogy és go > ug, azért az x = 0 hely alkalmas kérnyezete A-hoz tartozik, és ha x € A, akkor
az egész (0, x) szakasz A-hoz tartozik. Emiatt A maga is egy intervallum, jeloljiik zo-lal A jobb oldali végpontjat (zq az

A-beli szamok fels6 hatara: a legkisebb olyan szédm, amelynél A egyetlen eleme sem nagyobb). Akkor 0 < 2o < LY

miatt g folytonos xg-ban, tehat xo-beli értéke egyenls itteni hatarértékével. Ez csak ug lehet, hiszen A definici6ja szerint
g-nek xo-beli bal oldali hatarértéke legalabb ug, ha pedig g(xo) > ug volna, zg-nak valamely alkalmas kornyezete teljes
egészében A-hoz tartozna. Tehéat a balrol zéart, jobbrol nyilt [g1, go] intervallum (a g1 = go esetben a g pont) g
értékkészletéhez tartozik. Nyilvan oda tartozik a g(0) érték is, igy mar csak azt kell belatnunk, hogy més érték nem
tartozik g értékkészletéhez. Mivel g monoton, e szdmokon kiviil csak g tartozhatna még g értékkészletéhez. Ha azonban
van olyan 0 < zg < E, melyre g(zg) = go, akkor g monoton és konvex volta miatt g(z) = go, volna minden 0 < z < %
mellett, tehat go csak akkor tartozhat g értékkészletéhez, ha egyenls g;-gyel.

Ezzel belattuk, hogy ha 0 < v < 1, akkor a keresett P(u, v) pontok azok és csakis azok, amelyeknek els6 koordi-
natajara (i) vagy (iii) teljesiil. Hasonloan kapjuk, hogy ha 1 < v < 2, akkor az

w=g(1) = f(1) + flv—1)

szam és a
g1 <u<ge

balrol zart, jobbrol nyilt szakasz a keresett P(u, v) pontok els6 koordinatajanak a mértani helye, ahol

g2 = lim [f(z) + f(v —2)].
z <1

Ezzel a kérdésre megadtuk a valaszt. A keresett mértani helyet az (1), (ii) és (iii) feltételek irjak le.

Megjegyzések. 1. Megkaphatjuk a keresett (v, u) szdmpérokat gy is, hogy vessziik a (v, u) sikon az u = 2f (%)
fiiggvény Osszes hurjanak a felez6pontjat — pontosabban: e felezGpontok koordinatait. Ha f folytonos a [0, 1] szakasz

végpontjaiban, akkor a keresett meértani hely a (v, u) sikon a hy(v) = 2f (%) és a

(o) = O +7@) ha 0<v<t,
TV 1 fo—1) ha 1<wv<?2

fiiggvények képei altal hatarolt idom.

2. T6bbszor hasznaltuk a kovetkezd allitast: ha az a,, sorozat monoton né és feliilrsl korlatos, akkor konvergens.
Legegyszertibb, ha azt mondjuk, ez a valoés szdmoknak alaptulajdonsaga, és ezért nem kell bizonyitanunk. Mint a
geometridban, a matematika mas teriiletein is axiomakkal, alaptulajdonsigokkal definidlhatjuk az alapfogalmakat.
Igy a valos szamokat is ugy definialhatjuk, hogy felsoroljuk mindazokat a tulajdonsagokat, amelyek a valos szamokat
alapvetGen jellemzik. Az alapmiiveletekkel kapcsolatos tulajdonsagokon kiviil két tulajdonsagot szokas még axiémanak
tekinteni: az egyik azt biztositja, hogy beszélhessiink , akdrmilyen nagy” valés szamrol, a masik pedig azt, hogy a valos
szamok Osszességében ,ne legyen lyuk”. Az utébbi tulajdonsagnak az egyik lehetséges valtozata a megoldasunkban
hasznalt allitas.



