A feladatot a koordindta-geometria eljarasaval oldjuk meg. Legyen a két tengely az e1, es egyenespar kozép par-
huzamosa, illet6leg az f egyenes, legyen e; egyenlete y = g (> 0), ekkor ey egyenlete y = —g. A koordinata-rendszer
hasznalata konnytvé teszi annak tekintetbevételét, hogy P és P, az f-nek ugyanazon az oldalan vannak-e, vagy el-
lentétes oldalan. Ugyanis O; P;-t (i = 1,2) elGjellel ellatva — vagyis helyette P; abszcisszajat irva —, Py és Py akkor és
csak akkor vannak f ugyanazon (ill. ellentétes) oldalan, ha a két abszcissza szorzata pozitiv (ill. ha negativ). Eszerint
a feladat két kérdésének elinditasat egybe is foglalhatjuk igy: O1 Py - O3 Py = k legyen, ahol az eredeti kérdésben k = 1,
a kiegészit6 kérdésben k = —1.
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Elore latjuk, hogy ha a sik egy P(xz,y) pontjan at rajzolhato egy megfelel6 Py P; egyenes, akkor ennek az egyenesnek
minden pontja megfelel P szerepére.

Az is vilagos, hogy az e; és ex egyeneseknek — Oy, ill. Os kivételével — minden pontja hozzatartozik a mértani
helyhez, mert ha e;-nek egy O1-t6l kiilonb6z6 pontja P, akkor es-nek f-t6l, azaz O2-t6l 1/01 P tavolsagra levs pontjai
P-vel egyiitt megfelel§ pontpart alkotnak, éspedig a P-vel egyezd oldalon levs P’ az eredeti kérdés szempontjabol, az
f talso oldalan levs pedig a kiegészité kérdés szempontjabol. Maga O; viszont nyilvanvaléan nem felelhet meg, sem
az Oy pont.

Méarmost az az allitas (foltevés), hogy P hozzatartozik a keresett meértani helyhez, azt jelenti, hogy tartozik hozza
olyan p(# 0) szam, amellyel és P;(p, g) és Py(k/p, —g) az el6irasnak megfelels pontok, tehat P(z,y) rajta van a Py P,
egyenesen, koordinatai kielégitik ennek egyenletét, azaz teljesiil

(1) —2g9(z—p) = (S —p) (v —9),
strendezve

(2) (y+9)p* — (292)p — k(y — g) =0

Miutan fenti megjegyzésiinkkel az ei-beli P(z,g) és es-beli P(x, —g) pontokat mar megvizsgéltuk a mértani hely
szempontjabol, elég tekinteniink az |y| # g ordinataju pontokat. Igy (1) a p-re mint ismeretlenre vonatkozoan valodi
maésodfoku egyenlet, és egyik gyoke sem 0. P fent mondott létezését természetesen gy értjiik, hogy a hozza tartozo p

valos, tehat (2) diszkriminansa nem negativ, azaz teljesiil:
(3) (292)” +4k(y* — ¢°) 2 0.

Innen 4¢2k-val osztva és kellsen rendezve, k > 0, azaz k = 1 esetében
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4) :v2+y—2—1>0 azaz L 21— z?

k < 0, azaz k = —1 esetén pedig
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(5) —2? + 7z
Ezek szerint az eredeti kérdésben (4), a kiegészits kérdésben (5) a sziikséges feltétele annak, hogy a P(x,y) pont
— ahol |y| # g — hozzétartozzék a mértani helyhez.
(4)-ben az egyenlSség annak az ellipszisnek a pontjaira teljesiil, melynek szimmetriatengelyei azonosak a koordi-
natatengelyekkel, az x tengelyen fekvs szimmetriatengely fele-hossza 1, a masiknak a fele-hossza g. Az utobbi tengely



végpontjai tehat Oy és Oa, ezeket mar fentebb kizartuk. (Ha g = 1, akkor korrsl van sz6.) Az egyenl6tlenség jelével
pedig az ellipszisre (korre) nézve kiilsé pontok teljesitik (4)-et, amelyekre nézve az ordinata abszolut értéke nagyobb,
mint az ugyanazon abszcisszan levé ellipszispont ordinatdjanak abszolat értéke, ill. x > 1 esetén minden y.

(5)-ben az egyenldség annak a hiperboldnak a pontjaira teljesiil, melynek képzetes tengelye az x tengely, a tengely
fele-hossza 1 (a szokésos jelolés szerinti b), valos (a fokuszokat tartalmazd) tengelye az y tengely, az utébbinak a
fele-hossza g (a szokasos jelolés szerinti a), tehat a hiperbola csticsai Op és Oy (ezeket mar kizartuk), fokuszainak
ordinatai +4/¢g2 + 1. Az egyenlGtlenség jelével viszont a hiperbolara nézve kiils6 pontok teljesitik (5)-6t, mas szoval
a két ag kozti, az x tengely felé es6 pontok, a fokuszokat nem tartalmazo sikrész pontjai. A hiperbola aszimptotai
egyszersmind annak a téglalapnak az atl6 egyenesei, amelynek oldalegyenesei a (4) ellipszishez a tengelyvégpontokban
huzott érintsk.

Forditva, ha valamely P(x,y) pontra teljesiil (3), és |y| # g, akkor a (2) egyenletnek van 0-t6l kiilonboz6 valos
gyoke, jeloljiik ezt p-vel. Erre a p-re teljesiil (1) is, ami éppen azt jelenti, hogy a Pi(p,g) és P(z,y) pontokon dtmend
egyenes atmegy a Pa(k/p, —g) ponton is, tehat ez az egyenes megfelel a feladat kovetelményeinek. Ha tehat |y| # ¢
ugy (3) a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy a P pont a vizsgalt mértani helyhez tartozzék.

Meg lehet mutatni, hogy ha P, rajta van az ellipszisen, ill. hiperbolan (és Py # O1, O2), akkor a (2)-bdl kapott
egyetlen p érték az ellipszis (hiperbola) Pp-beli érintGjét hatérozza meg; ha pedig Py kiilsé pont, akkor a kapott két p
érték a kupszelet Py-on atmend két érintGjét adja — természetesen az (1)-be vald behelyettesitéssel.

Végiil a koordinatarendszertdl fiiggetleniil igy mondhato ki eredményiink. Tekintsiik azt az ellipszist, melynek egyik
tengelye az 0102 szakasz (ill. azt a hiperbolat, melynek valos tengelye az 0102 szakasz), a masik tengelyének hossza
pedig 2 egységnyi hosszi. A keresett mértani helyet mindazok a pontok alkotjak, amelyeken at lehet érintét fektetni
az ellipszishez (hiperbolahoz), kivéve koziiliik az O1, O2 pontokat.



