Megmutatjuk, hogy a kérdéses hanyadosnak mindig van — legalabbis tagabb értelemben — hatarértéke, éspedig

A +oo,ha a > b, (@)
(1) B—n = 1, ha a=1b, (8)
" 0, ha a<b. ()

Az allitas («) része példaul azt jelenti, hogy ha a > b, akkor barmely M szamhoz van olyan N szam, hogy minden
N-nél nagyobb n indexre az A, /B, hanyados értéke M-nél nagyobb. El&szor ezt bizonyitjuk be, a bizonyitashoz
sziikségiink van a kovetkezs egyenlGtlenségre: ha b és m tetszGleges természetes szdmok, akkor

(2) (b+1)™ = b™ 4+ mb™ L,

Az m = 1 kitevs mellett (2) két oldala egyenls. Tegyiik fel, hogy mar igazoltuk (2)-t minden m-nél kisebb kitevére,
akkor

B+ =b+1)b+1)™ 2 b+ 1) 4 (m - 1)) =
=" +mb™ "+ (m = 1" Z 0"+ mb™ !

miatt igaz (2) az m kitevs mellett is.
Az (2) egyenl6tlenség alapjan (1a) bizonyitasa a kovetkezd. Legyen M tetszSleges valos szam, és legyen k a 2Mb
szorzatnal nagyobb természetes szam. Akkor a > b és (2) miatt

a® = (b+1)F Z % 4 kb > 2Mbb T = 2MbF,
tehat a®/b* > 2M. Legyen n > k, akkor

Ay An—Ax _Au— A BB

Itt az els6 hanyados értéke nagyobb ak / b*-nal, hiszen

WAy — Ag) = abb% > mjal™F > dFF YTt/ = aF(B, - By).
Jj=k+1 Jj=k+1

Elég tehat N-et gy megvalasztani, hogy N > k > 2M©b legyen, tovabba tgy, hogy ha n > N, akkor

B,—B; 1
teljesiiljon. (3)-at rendezve azt kapjuk, hogy a
B,, — Bi > By,

egyenl6tlenségnek kell teljesiilnie, ami biztosan teljestil, ha n — kK — 1 > By, hiszen

Bn—Bp= Y a;bt/
Jj=k+1

miatt (B, — Bg) olyan (n—k —1)-tagt Osszeggel egyenls, amelynek minden tagja legalabb 1. Eszerint a N = B +k+1
valasztas megfelel, ahol k a 2Mb szorzatnal nagyobb természetes szam. Ezzel az (1a) allitast belattuk.

Az (1P) allitas nyilvanvalo, hiszen ha a = b, akkor A,,/B,, = 1, minden n-re. Az (1v) éllitas pedig a mar bizonyitott
(1la)-bol kovetkezik, hiszen ha a < b, akkor (1) szerint B, /A, tart co-be, tehat a reciproka, A, /B, tart 0-hoz, ha n
tart oo-be. Ezzel allitdsunk mindharom részét bebizonyitottuk, a feladatot megoldottuk.
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