1. Elgszor egy tételt idéziink és bizonyitunk. Ha adott a sikban n pont (n = 3), melyek nincsenek mind egy
egyenesen, akkor van olyan egyenes, mely pontosan kettén megy dt az adott pontok kozilll Legyenek az adott pontok
P, P, ..., P,

Tekintsiik azokat az egyeneseket, amelyeken legalabb kett6 van rajta az adott pontok koziil,igy nyerjik az eq, ...,
em egyeneseket, m > 1. Tekintsiik minden egyes P; tavolsdgat minden egyes olyan e;-t6l, mely nem megy at P;-n.
Valasszuk gy a pontok és az egyenesek indexeit, hogy e tavolsagok kozt ne forduljon el6 kisebb, mint P; tavolsaga
e1-t6l. Azt allitjuk, hogy ekkor ej-en pontosan ketté van az adott pontok koziil.

Jeloljiik a P;-b6l e;-re bocsatott merdleges talppontjat P-vel. Ha eg-en legalabb 3 pontunk van, akkor koziiliik ketts
van a P-nek valamelyik oldalan, legyenek ezek P, és Ps ugy, hogy PPs; > PP, legyen (P> esetleg egybe is eshet P-vel).
A P, P, P; haromszogben Py P3 > PP = P, Ps, vagyis ebben a haromszogben a Pj P3-hoz tartozé magassag kisebb a
P, P3-hoz tartoz6 magassagnal, P, kozelebb van a P P; egyeneshez, mint P az ej-hez. Ellentmondéasra jutottunk, igy
e1-en csak ketts lehet az adott pontok koziil — annyi viszont van is.

Gallai tételét a kovetkezd atfogalmazéasban fogjuk felhasznalni: ha adott a sikban n(2Z 3) kilonbézé pont gy, hogy
barmelyik kettdjik Osszekotd egyenesén van legaldbb egy tovdbbi az adott pontok kézil, akkor ez az n pont egyetlen
egyenesen helyezkedik el (hiszen csak igy lehetséges, hogy ne legyen olyan 0sszekotd egyenesiik, mely pontosan kettén
megy at a pontok koziil).

2. Ratérve feladatunkra, csak n = 5 esetére kell bizonyitanunk az allitast, hiszen n = 4 esetében még nincs mit
bizonyitani. Legyenek a pontjaink Py, Ps, ..., Ph_1 és @, és vegyiink egy olyan S sikot, amely nem megy at Q-n és
nem parhuzamos a QP; (i =1, 2 ..., n— 1) egyenesek egyikével sem. (Létezik ilyen sik, hiszen véges szamu egyenesrol
van sz0.) Legyen a QP; egyenesnek S-sel valo metszéspontja Q;, ez (n — 1) db kiilonb6z6 pont, mert egyetlen QP;
egyenes sem megy at valamely masik P; ponton. Segédtételiink alapjan azt mutatjuk meg, hogy a @); pontok egyetlen
g egyenesen vannak ; ebbdl mar kévetkezik, hogy mind az n pontunk a (Q, ¢) sikban van benne.

Vegyiik Q-t és még kett6t a tovabbi pontjaink koziil, mondjuk Pi-et és Ps-t. Az egyértelmien meghatarozott
QP P, sikban a foltevés szerint legalabb egy tovabbi pontunk is van, legyen egy ilyen a Ps;. Ekkor @1, @2, Q3 egy
egyenesen van, a siknak S-sel val6 metszésvonalan. Ugyanigy barmely Q;, Q;, Q& pontharmas egy egyenesen van, ahol
1<i<j<n-—1¢és Py rajta van a QFP;P; sikon.

Ezek szerint a kiilonb6z6 pontokbol all6 @; pontrendszer (i = 1, 2, ..., n — 1) egy sikban van és eleget tesz az
atfogalmazott Gallai—tétel foltételeinek, tehat valoban egyetlen g egyenesen helyezkednek el.

Megjegyzés. A foltevés els6 részébdl csak azt hasznéltuk ki, hogy van olyan az adott pontok kézt — ti. @ olyan
—, amelyen a tobbiek koziil vett semelyik kettének az Osszekotd egyenese nem megy at. Kar lenne azonban a foltétel
szépen, egyszertien kimondott allitdsat elkomplikilni; az ilyesmi altaldban sem szokasos.

Ha azonban a foltevés els részét ugy modositanok, hogy minden pontunkon menne at mas kettének Gsszekots
egyenese ugy, hogy pontjaink 2 egyenesre lennének felfiizve, mindegyik egyenesre legalabb 3 pont, és e 2 egyenes kitérs
lenne egymashoz képest, akkor az allitds mar nem lenne igaz.

Erkezett 15 dolgozat, de egyik sem megoldéasa a problémanak.

Jutalmul 100-100 Ft értékd konyvutalvanyt kapott pontversenyen kiviil : Balint Laszlo, Balogh Zoltan, Reviczky
Janos és Stachd Balézs.

LGallai Tibor tétele, lasd kovetkezd cikkiinkben: Erdds Pdl: Néhany elemi geometriai problémarol, K.M.L. 24 (1962) 193-201.



