Az allitast teljes indukcioval bizonyitjuk. Két vagy harom ut esetén nyilvanvaldéan megvalosithato a kivant forméaja
keresztezddés-rendszer. Tegyiik fel, hogy n Gt esetén is mindig kialakithatok a kivant keresztez6dések, s bizonyitsuk
az allitast (n + 1)-re.

Tekintsiink (n + 1) utat, és vegyiink ki koziiliik tetsz6legesen egyet, jeloljiik e-vel. A maradé n at két szintes
keresztezddése az indukeios feltevés értelmében megoldhaté a kivant mdédon, és ezek koziil a keresztez6dések koziil egy
sem esik e-re, kiilonben lenne olyan pont, amelyben 3 ut talalkozna.

Tekintsiik az e altal meghatarozott két félsik egyikében levé keresztezGdéseket és valtoztassuk Gket az ellenkezGjiikre,
vagyis mindeniitt az az ut haladjon feliil, amely eddig alul volt.

Kivalasztva most egy tetszbleges f utat az n ut koziil, alakitsuk ki e-nek és f-nek K keresztez&dését gy, hogy
K-ban f akkor és csak akkor haladjon e folott, ha f-en a K-val szomszédos keresztez6désekben f volt az alsé ut. Az
eddigiek biztositjik, hogy ha van f-en két, a K-val szomszédos keresztezGdés, akkor ezek azonos tipusiak f-re nézve,
tovabba n > 2 folytan nem lehet, hogy f-en K legyen az egyetlen keresztez&dés.

Az e-n leve Osszes keresztezddést igy kialakitva, nyilvanvalo, hogy a kévetelmény az elsé n ttra teljesiil. Azt kell még
bizonyitani, hogy e-n is valtakozva kovetik egymast a keresztezédések. Legyen A és B két szomszédos keresztezddés
e-n, legyenek f és g az itt &tmetsz6 utak, s legyen C az f és g keresztezGdése. Azt kell megmutatnunk, hogy A és B
ellentétes tipusi pontok e szempontjabol. Ez egyenértékd azzal, hogy A és B ellentétes pontok f, ill. g szempontjabol
(tehat ha A-nal f feliil halad, akkor B-nél g alul van, vagy megforditva).

Az AC és BC szakasz belsejében ugyanannyi keresztez6dés van. Ugyanis ha egy egyenes egy héaromszog egyik
oldalszakaszat bels6 pontjaban metszi, akkor metszi a haromszog valamelyik méasik oldalszakaszat is.
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Mivel pedig A és B szomszédosak az e-n, azért az AB szakaszt a rendszer egyik egyenese sem metszi, tehat minden
olyan ut, mely a belsejében metszi AC-t, metszi BC-t is, és BC-t csak ilyenek metszik. Eszerint f-en és g-n ugyanannyi
szintvaltas van C-t6l e-ig haladva. Es mivel C eleve ellentétes tipust keresztezédés f és g szempontjabol, azért A és
B valoban ellentétes pontok f és g szempontjabdl is, tehat kiillonbo6z6 szintl keresztezédések e-n. Ezzel a bizonyitast
befejeztiik.

Pdasztor Miklos (Budapest, Sagvari E. Gyak. Gimn.)

Megjegyzések. 1. A bizonyitas csekély modositasaval belathatd, hogy az allitas akkor is igaz, ha az utak kozott
pérhuzamosak is szerepelhetnek.

2. Nem hasznaltuk ki lényegesen, hogy az utak egyenesek. Valoéban, elegendd lenne kikotni, hogy az utrendszernek
megvan a kovetkezs 3 tulajdonsaga: 1. barmely keresztezddésben két ut talalkozik. (Konnyt latni, hogy ez a feltétel
nem hagyhato el!) 2. Barmely két utnak legfoljebb egy keresztez6dése van; 3. Ha egy tt metsz egy, a tobbiek altal
meghatarozott zart sikidomot, akkor azt kétszer is metszi.



