Otodfoku polinomnak legfoljebb 4 kiilonbozs helyen lehet szélsé értéke — amennyiben derivaltjanak, ami negyedfoki,
mind a négy zérushelye valos és egymastol kiilonb6z6 —, és a 4 szélsd érték kozt csak valtakozva kovetheti egymast a
2 maximum és a 2 minimum, mert barmelyik szomszédos parjuk kozt a derivalt értéke vagy allandéan pozitiv vagy
allandoan negativ. Mivel a keresett p(z) esetében a maximumok pozitivok, a minimumok negativok, egy-egy maximum
és minimum kozott zérushelye is van p(z)-nek, szam szerint 3.
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Elég lesz olyan p(x)-et képezni, amelyre a kozbiilsé zérushelyek egyike z = 0, a tovabbi ketté pedig +¢, ahol
0 < ¢ < 1. Elképzelésiink szerint tehat a polinom ilyen alaki:

W) pa) = Al + D)o+ )l — )z — 1) =
= Alz® — (1 + *)2® + ),

ahol A is meghatarozandé allandé. Azt fogjuk belatni, hogy az A és ¢ paraméterek értéke megvalaszthato ugy, hogy
p(x)-re teljesiiljenek a feladat kovetelményei.
A széls6 értékek helyei csak a derivalt gyokhelyei lehetnek, tekintsiik tehéat a

(2) p'(x) = Az —3(1+c*)a? + % =0
negyedfoku egyenletet. Ennek z2-re mint ismeretlenre két kiilonb6z6 valos gyoke van, ha
D =9(1+c*)?*—20c¢* > 0,
ami val6ban teljesiil, hiszen
2

2
D_9—202+904—9<1—%> —|—89—Oc4>0.

(z = 0 nem gyoke (2)-nek, hiszen ¢ # 0.) Jeloljik e gyokok koziil a pozitivakat zq-gyel és za-vel — a masik kett6 —xzq
és —xy —, ekkor a gyokok és az egyiitthatok kozti Osszefiigges szerint (a (2)-t 2%-re vonatkozoé méasodfoku egyenletnek
tekintve)

3(1+4¢* ?
®) A

és p/(x) = 5A(x? — 22)(2* — x2). Ebbdl lathatjuk, hogy p/(x) mind a négy gydkhelyen elGjelet valt, ezekben tehat
p(z)-nek valoban szélss értéke van.
Azt szeretnénk, ha mondjuk

(4) p(z1) = +1; p(az) = —1
volna; mivel p(z) paratlan fiiggvény, ebbdl mar kovetkezik, hogy

p(—21) = -1 p(=x2) = +1.
Elegendd ehhez c-t ugy megvalasztanunk, hogy
() p(x1) + p(x2) =0

legyen, hiszen az A alland6 megvalaszthato ugy, hogy p(x1) = 1 legyen, és akkor (5) alapjan p(x2) = —1 is teljesiil.
Mivel z; és zo gyoke (2)-nek,
522 =3(1+c*)ad — 2z (i=1, 2),



igy (3) alapjan p(z1) + p(z2) elallithatd anélkiil, hogy x1 és zo értékét meg kellene adnunk:

o) +plaa)] = (52 +508) 51 + ) + o) + 501 +22) =

= 402(3:1 +ax2) —2(1+ 02)(:1::1)’ + x%) =2(x1 + :1:2)[202 - (14 02)(33§ — 2129 + x%)] =

— 2y +2) [202 1+ (3 +5302 - \/ig)] .

(Felhasznaltuk, hogy x1, x2, ¢ pozitiv volta miatt (3)-bol z1xe = < kovetkezik.)
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egyenletnek. Osszuk ezt c®-nel és helyettesitsiik ¢ + — helyére y-t, igy a
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maésodfoku egyenletet kapjuk, melynek gyokei

1
de mivel ¢+ — > 2, szamunkra csak y; hasznalhato. A
c

1
C+E:\/g

masodfoki egyenletbdl pedig
V5-1 SRR
5 C2 = 5
és celunknak csak ¢ felel meg, mert co > 1. ¢; valoban gyoke (6)-nak, tehat mellette p(z)-re teljesil (5).
Maér csak azt kell megmutatnunk, hogy ¢; mellett x; és xo is a (0, 1) intervallumhoz tartozik. Valoban, igy

Cc1 =
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Végiil A-t meghatarozva és megelégedve az allandok kozelits, de attekinthets értékeivel, (1) helyére konkrétan a

kévetkez6 polinom 1ép:
p(x) = 12,4(2° — 1,382 + 0,38z).

Megjegyzés. Meg lehet mutatni, hogy p(z)-en és —p(x)-en kiviil nincs mas megoldésa a feladatnak.



