Az adott oszlopokban allo6 3 — 3 szam Osszege valoban 8, négyzetiik 6sszege pedig kobszam:
.., 303, 103, 63, 183, 463,

Feladatunk szerint az egyes sorok egy-egy mindkét irdnyban végtelen sorozat elemei, jeloljiik ezeket rendre ay, by,
ck-val, négyzetiik Osszegének kobgyokét pedig di-val (kK = 0, £1, £2, ...). Valasszuk tgy a jel6lést, hogy a k = 0
indexnek a kozéps6 oszlop feleljen meg. Ugy akarjuk ezeket a sorozatokat meghatéarozni, hogy
(1) ar + br + ¢ =8,
(2) ap +bp +cp=d}
teljesiiljon minden egész k-ra. Lattuk, hogy (1) és (2) teljestl k = 0, +1, +2 mellett.

Tajékozodasul dbrazoljuk az adott szamokat mint k fliggvényét.
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Az ay, és dj sorozatbodl kapott pontok egy-egy parabolan latszanak elhelyezkedni. Hatarozzuk meg ezeket a para-
boladkat rendre a kozéps6 hdrom pont alapjan:
ap = Ak* + Bk + C,

a_1=A—-—B+C =26,
ag = C =14,
ay =A+ B+ C =50.

Ezek alapjan C =14, A— B =12, A+ B=36, A=24, B=12,

(3) ar, = 24k* + 12k + 14.

Hasonléan kapjuk, hogy

(4) di, = 8k* + 4k + 6,

és a behelyettesités mutatja, hogy (3) és (4) érvényes k = £2 mellett is.

A by és ¢ sorozatok adott értékei inkdbb harmadfoku fliggvényre emlékeztetnek, ezeket a k = +1, +2 értékek
alapjan hatarozzuk meg:

by =AK*+BEK*+Ck+ D,

by =—-8A+4B—2C + D = —130,
byo= 8A+4B+2C+D = 126,
bi1= —A+ B— C+D= —18,

byy= A+ B+ C+D= 14;
1
5(b,2+b2):43+D:—2,
1
5(571+51)ZB+D:—2,

B=0;, D=-2
1
Z(bg —b_o)=4A4C =64,

1
5(bl—b,l):AJrczw

A=16; C =0, tehat
(5) be = 16k — 2



és ez a kihagyott k = 0 mellett is érvényes.
¢, kifejezését hasonloan is meghatarozhatnank, egyszertibb azonban (1)-bdl kiindulni:

(6) cr =8 — ay — by = —16k> — 24k* — 12k — 4,

hiszen (1), (3), (5) érvényes k = 0, £1, £2 mellett, igy az ezekbdl szarmazo (6) is érvényes ezekre az értékekre.

A (3)—(6) fuggveények tehat eldallitjak a sorozat adott értékeit. Meg kell még mutatnunk, hogy a sorozatokat ezek
alapjan mindkét iranyban folytatva (1) és (2) érvényben marad. Belathatnank ezt kozvetlen behelyettesitéssel is,
célszertibb azonban elkeriilni az ezzel jaro hosszadalmas szamitést. (3)—(6) alapjan (1) és (2) két oldalanak kiilonbsége
ugyanis k-nak harmad-, ill. hatodfoku fiiggvénye. E két legfeljebb hatodfoka fliggvénynek 5 gyokhelyét mér ismerjiik,
ezek a k = 0, £1, £2 értékek, hiszen ezek mellett (1) és (2) érvényes. Ha tehat ellendrizziik (1) és (2) teljesiilését;
k = £3 mellett, a kiilonbség-polinomokrol 7 helyen fogjuk tudni, hogy eltiinnek, ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy e
polinomok azonosan 0-val egyenl6ek. k = £3 mellett:

a_3 = 194, b_3 = —434, C_3 = 248, d_3 = 66,
a3z = 266, bg = 430, C3 = —688, dg = 90,

és ezekre valoban teljesiil (1) és (2). Ezzel belattuk, hogy a (3)-(6) 6sszefiiggésekkel meghatarozott sorozatokra teljesiil
(1) és (2).

Megjegyzések. Megoldhatjuk a feladatot a sorozatok tovabbi tulajdonsagainak felismerése alapjan:

1. A harom sorozat egy oszlopban 4ll6 elemeit a, b, c-vel jelolve lathatjuk, hogy ezek négyzetének az 6sszege (a+4)/3
kobe a felirt esetekben. Felhasznalva még, mint a fenti megoldasban, hogy a felsorolt értékei rendre a 24z% + 122+
414 polinom —2, —1, 0, 1, 2 helyen felvett értékei, tovabbé az a + b + ¢ = 8 kdvetelményt, ezekbdl b-re a kovetkezs
mésodfokid egyenlet adédik:

20% 4 2(24x% 4+ 122 + 6)b + (2422 + 122 + 14)*+
+(242% + 122 + 6)® — (822 + 42+ 6)® = 0.

Ennek diszkriminansa = egy harmadfokd, egész egyiitthatds polinomjanak a négyzete, és az egyenlet megoldasaul is
két harmadfoku, egész egyiitthatos polinom adédik. Kénnyt latni, hogy egyik éppen a b értékeket, méasik a c értékeket
szolgaltatja az © = —2, —1, 0, 1, 2 értékekre, ami b és c¢ szimmetrikus szerepe miatt elre lathato is. Eppen a
megoldéasban talalt kifejezésekhez jutunk, amik tehat teljesitik a feladat kdvetelményeit minden egész z-re.

2. Az els6 sor egymaés utani szdmainak a kiilonbsége — un. differenciasorozata — szamtani sorozatot alkot. A mésodik
és harmadik sor szdmaira ez nem all, de a két differenciasorozat differenciasorozatai, az Gn. méasodik differenciasoro-
zatok mér szamtani sorozatok. Ezeket a szabalyossagokat a sorozatok tovabbi szdmaira is érvényesnek tekintve, ismét
mindkét irdnyban tudjuk korlatlanul folytatni a sorozatokat, azonban be kell még latnunk, hogy a feladatban el&irt
tulajdonsagok a tovabbi oszlopokra is érvényben maradnak. Nevezziik a szamtani sorozatokat els6rendi sorozatoknak,
az olyanokat, amelyek differenciasorozata elsérendi, masodrendiinek és hasonléan tovabb az olyan sorozatokat, ame-
lyek differenciasorozata k — 1-ed rendd, k-adrenddnek. Konnyen lathato, hogy ekkor minden k-adrendii sorozat egyben
magasabb rendi is; egy k-adrendt sorozatot k+1 egymas utani eleme egyértelmten meghataroz, ez a k41 elem viszont
tetszés szerint elSirhatd; k-adrendd sorozatok megfelels elemeinek Gsszegébdl allo sorozat is k-adrendd, tovabba hogy
egy k-adrendd és egy l-edrendi sorozat megfelels elemeinek szorzatabol allo sorozat k + l-edrendd sorozat.

Ezeknek a tulajdonsagoknak az alapjan konnyen belathato, hogy az egy oszlopbeli elemek Gsszege tovabbra is 8,
és két tovabbi oszlopra is igazolva az Osszefiiggéseket, az utoljara emlitett tulajdonsig alapjan az is belathato, hogy a
négyzetosszegek sorozata hatodrendd sorozat, amelynek minden szama kobszam, egy masodrendi sorozat elemeinek
a kobeébal all.

3. Belathato az is, hogy minden k-adrendd sorozat egy legfljebb k-adfokd polinom egymas utani egész helyeken
vett értékeinek a sorozata. Ez egyben mutatja a 2. megjegyzés szoros rokonsagat a megoldassal.

4. A megoldaskor megkoveteltiik a sorozatok még valamilyen tulajdonsaganak az 6roklédését a feladatban elirtakon
kiviil. Nyilvanvaléan megfelel6 sorozatokat kapunk pl. akkor is, ha a kapottakbol tetszés szerint kihagyunk oszlopokat
ugy, hogy végtelen sok még megmaradjon.



