L. Jeloljiik Cs-vel Ps merdéleges vetiiletét a Py, P1, P> pontok sikjan; hatarozzuk meg elgszor ennek a koordinétait.
Megmutatjuk, hogy Co a Py Py P> haromszog koré irhato kor kozéppontja. A P;CyPs haromszogek (i = 0, 1,2) ugyanis
derékszogtiek, tehat

(2) PC5+CoPy = PPy, (i=0,1,2)

ahol a jobb oldalon az el6iras szerint 1 all. Jeloljiik a Co Ps szakasznak, a keresett tetraéder magassidganak hosszat
mg-mal. Ekkor (2) alapjan
P,C3=1—m3, (i=0,1,2)

ami allitasunkat igazolja.
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A Oy, P, pontok egyenls tavolsagra vannak a Py, P; pontoktol, a PyP; szakaszra esé vetiiletiik tehat e szakasz Cy
felezGpontjaval azonos. Jeloljik a Co pont koordinatait (cq, ce,0)-val. Mivel Py Py P» szabalyos haromszog,

és (3) alapjan
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Ezek int a P t koordinatéi | =, ——=,1/ =

zek szerint a Py pont koordinatai | 5, 275 V3
IL. Jeloljiik a keresett R; pontok (j =0,1,2,...,n) koordinatéit (z;1,x;2,...,x;n»)-nel. A feladat szerint

23>0 ha 1<i<yj és 253 =0, ha j<i<n

Tegyiik fel, hogy mar meghataroztuk ezeket a pontokat ugy, hogy barmelyik két pont tavolsdga 1. Megmutatjuk, hogy
tetszéleges 0 < j < n mellett pontosan egy olyan C; pont van, melynek csak az els§ j koordinataja kiilonbozik 0-tol
és az Ry, Ry, ..., R; pontoktol egyenls tavolsdgra van.

A Cj pontnak minden koordinataja 0, tehat azonos Py-lal, Ci-nek csak az els6 koordinataja nem 0, és Py-t6l, P;-t6l
egyenld tavolsagra van, igy ez az els§ koordinata csak 1/2 lehet.

Tegyiik fel, hogy é&llitasunk helyes minden j < k értékre, és a @Q (y1,¥2,--.,Yyn) pont egyenls tavolsagra van az
Ro, Ry, ..., Ri pontoktol. Ha i < k, akkor az R;, @) pontok tavolséga (1) szerint

(4) RiQ?* = (xiy — 1) + -+ (i —yp)” + Yeyr + - Y2,

hiszen z;; =0, hal >k >i. A Q" (y1,%2,.--,Yk,0,...,0) pontnak pedig az R; ponttol mért tévolsaga

(5) RQ” = (zi —y1)* + ...+ (zir — n)
(4)-bdl (5)-6t kivonva kapjuk, hogy

RiQ* - RiQ"% = 924—1 +...
(6) RiQ"” = RiQ® — (yiy1 +--- + Un)-

A Q' pont tehat egyenls tavolsdgra van az Ro, R1, ..., Rj, pontoktol, igy azonos C-val, azaz minden olyan @ pont elsé

k koordinataja egyenld a Cipont els§ k koordinatajaval, amely az Ry, Rq, ..., R; pontoktol egyenld tavolsagra van.
Jeloljiik a Cy pont koordinatait (¢q, ca, . .., ¢k, 0,0, ...,0)-val, és legyen a Cj 41 pont egyenld tavolsagra az Ro, Ry, ... Rg41

pontoktol. A fentiek alapjan Ci41 elsé k koordinataja megegyezik Cy koordinataival, jeloljik a (k + 1)-iket cxy1-gyel,

és tegyiik fel, hogy a tobbi koordinata 0. Megmutatjuk, hogy Ci41 egyértelmiien meg van hatarozva.



Mivel az Rj+1 pont is egyenls tavolsagra van az Ry, R, ..., Ry pontoktdl, Rx41 elsé k koordinataja is megegyezik
C. koordinataival; jeloljiik Ri41 (k + 1)-ik koordinatajat my1-gyel. (6) alapjan a @ = Ci41 pontra kapjuk, hogy ha
1 <k,

(7) Ric}?ﬂ - Ric}% = chrla
a Q = Ry41 pontra pedig
(8) RiR} .y — RiCi = mi ;.
(8) és (7) kiilonbségébe az
RiCRyy = RipaCRyy = (min — )’
értéket helyettesitve kapjuk, hogy

2 2 2
(Mit1 — crr1)” — 1= Cq — My,
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(9) M
a Ciy1 pontot tehat valoban egyértelmien meghatarozzak az Ry, Ry, ..., Ry pontok.

Azt is kaptuk, hogy ha ¢ < j, akkor C; els6 ¢ koordinataja megegyezik C; els6 ¢ koordinatajaval, és R; els6 j — 1
koordinataja megegyezik C;_; els6 j — 1 koordinatajaval. Az R; pont koordinatai tehat:

(10) Tj1 = C1, Tj2 =C2, .., Tjj—1 = Cj—1, Tjj =My, Tjj+l1 = ... = Tjn = O,

ahol a ¢; és m; egylitthatok kapcsolatat (9) adja meg. (10) és (1) alapjan R; és Rj;y1 tavolsagara kapjuk, hogy
2

(11) mi + (mj—¢)” =1,

amibdl, (9)-et felhasznalva rekurziét kaphatunk az m; szamokra:

2
(12) m?H:1—(mj—cj)2:m?—c?:m§—(mj——) =1-

Az my =1 értékbdl kiindulva kapjuk, hogy
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ezek alapjan azt sejtjiik, hogy
k+1
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(13) My o
Ezt (12) alapjan teljes indukcioval bizonyitjuk be.
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Végiil (13) és (9) alapjan
1 k 1
14 cy = — = .
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Ha tehat van a feladatnak megoldasa, akkor csak a (10), (13), (14) Osszefiiggésekkel megadott koordinataja pontok
felelhetnek meg. Vegyiik észre, hogy
(15) my = (k + 1)cx
tehat ha 1 <1 < j < n, az igy kapott R;, R; pontok tavolsaga
RiR? =G+ 2+ 4+ +(j+1)°E =
i 1 1 j+l
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(k) (e ) e () 0]

a kapott pontok tehat valéban megfelelGek.

Megjegyzés. (15) alapjan konnyen bizonyithato, hogy a Cy pont az Ry, R1, ..., R pontok ,stlypontja”, azaz
1
k+1

C;, = (I01+$11++$k1)

ha i <k
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