Vegyiink fel n pontot a komplex szamsik egységkorén, jelolje ezeket z1,..., 2, (tehat |z| = 1, ha 1 < i < n), és
készitsiik el ezek segitségével a p(x) = (2 — 21)...(2 — 2,) polinomot. Az egységkor barmely z pontjanak az adott
pontoktol vett tavolsdgainak szorzata:

|z = z1]... |z = zn| = [(z = 21) ... (2 — 2n)| = |P(2)]-

Ezért a feladatot altalanositja az alabbi

Allitas: max |p(z)| > 2 mindig fennéll, és az egyenlSség pontosan akkor érvényes, ha a z1,...,2, pontok egy
szabalyos n-szoget alkotnak.

Bizonyitas: MindenekelStt jegyezziik meg, hogy az allitasban szerepld maximum létezik, hiszen a {|p(z)| : |z| =
1} C R értékkészlet a [0, 27| intervallum folytonos képe.

A z1,..., 2z, szdmokat az egységkoron egy alkalmas szoggel elforgatva elérhets, hogy p konstans tagja 1 legyen.
Ez az elforgatéds az allitdsban szereplé maximum értékét nem befolyasolja, és az elforgatott szamok pontosan akkor
alkotnak szabalyos n-szoget, amikor az eredeti szamok. Feltehetjiik tehat, hogy p alakja p(z) = 2" 4+ ¢(z) + 1, ahol ¢
egy olyan legfeljebb (n — 1)-edfokd polinom, amelynek konstans tagja 0.

Ha q az azonosan 0 polinom, akkor vilagos, hogy z1, ..., z, szamok (a p gyokei) egy szabalyos n-szoget alkotnak,
és a haromszog-egyenlGtlenség segitségével az is latszik, hogy a maximum 2. Tegyiik fel, hogy ¢ nem az azonosan 0
polinom; megmutatjuk, hogy ebben az esetben a maximum nagyobb, mint 2. Jeldlje e az els6 n-edik egységgyokot,
ekkor konnyen adédik, hogy

(1) q(1) +q(e) + - +q(e"") = 0.

Mivel g-nak legfeljebb n — 1 gyoke lehet, azért van olyan 0 < k < n — 1, hogy q(ek) # 0. Az ilyen k-k kozott kell
lenni olyannak is, amelyre ¢(e*) valos része nemnegativ, mert kiilonben az 1) dsszeg valos része negativ lenne. Ha most
0 < k < n —1 olyan, hogy g(e*) # 0 és Re g(e*) > 0, akkor p(e*) = p(e*)™ + q(e*) + 1 = 2 + q(e") alapjan a p(e¥)
pont a Re z > 2 félstknak a 2-t6l kiilonb6z6 pontja, vagyis tavolsaga az origdtol nagyobb, mint 2. Mivel a kérdéses
maximum nem kisebb ennél a tavolsagnal, allitasunkat belattuk.



