Legyen a két jatékos A és B (A a kezds). Mivel Gsszesen 9 egyiitthatot irnak be, az utolsé szamot A, az utolso
elsttit b fogja kivalasztani. (Eppen ezért A konnyen el tudné érni, hogy a polinomnak legyen gydke, de a feladatban
épp ezt akarja megakadalyozni.)

ElGszor megjegyezziik, hogy a végeredményként kapott polinom felvesz pozitiv értékeket, mert a legmagasabb foku
tagja, 19, paros kitevsji és pozitiv egyiitthatoji. Ezért (a Bolzano-tétel alapjan, felhasznalva a polinom folytonossa-
gat) a polinomnak akkor és csak akkor van gyoke, ha felvesz nem pozitiv értéket is.

A célja tehat az, hogy a polinom csak pozitiv értékeket vegyen fel, B célja pedig az, hogy felvegyen nem pozitiv
értéket is.

Legyen a 7 lépés utan kialakulé polinom (a két hianyzo tag nélkiil) f(x), az utolsé két tag bz’ (a b-t B irja be) és
az® (az a-t pedig A). A végeredmény:

(1) f(z) + bz” + az®.

Most « és 3 parossagatol fliggden harom esetet vizsgalunk:

L. eset: o paros. Megmutatjuk, hogy ilyenkor A-nak van nyer6 stratégidja. Legyen g(z) = f(z) + bz®. Most A-nak
egy olyan a szamot kell valasztania, amelyre g(x) + az® minden z-re pozitiv.

Mivel g folytonos és g(0) = 1, ezért létezik olyan r > 0 szdm, hogy g a (—r, r) intervallumban pozitiv. Mivel pedig
g +oo-ben és —oo-ben végtelenhez tart, létezik olyan R > 0 szam, hogy g a (—oo, R) és (R, +00) intervallumokban is
pozitiv. Mivel r-et szabadon kicserélhetjiik egy kisebb, R-et pedig egy nagyobb szamra, felhetetjiik, hogy r < R.

Legyen a g fliggvény minimuma a kimaradé H = [—-R, —r| U [r, R] halmazon m (ld. az dbrdt). (Mivel g folytonos,
H pedig nem fiires, korlatos és zart, a Weierstrass-tétel szerint a minimum létezik.) Ha m > 0, akkor ez azt jelenti,
hogy g a H halmazon is pozitiv, tehat pl. a = 0 egy megfelels vilasztas. Tegyiik fel ezért, hogy m < 0.

A H halmazon |z| > r, ezért (o parossaga miatt) 2% = |z|* > r®. Ha a-t ugy valasztjuk, hogy m + ar® > 0 legyen
(ebbdl az is kovetkezik, hogy a > 0), akkor (1) mindenhol pozitiv lesz, ugyanis

H-n kiviil g(x) + az® > g(x) > 0,

H-n pedig g(z) + az® > m+ ar® > 0.

Az a-ra egy jo valasztas pl. a = @ + 1.

II. eset: B paros, o paratlan.

Azt allitjuk, hogy ebben az esetben B-nek van nyer stratégiaja.

1 -1
Legyen b = % Ezzel a vélasztassal B eléri, hogy a végeredmény az 1-ben és a (—1)-ben ne lehessen
egyszerre pozitiv. Legyen ugyanis f(z) + bz” 4+ az® = g(z).
Ekkor

g +9(=1) = (M) +b+a)+(f(=1)+b—a) = f(1) + f(=1) + 20 = 0.

A ¢g(1) és g(—1) szamok tehat, a valasztasatol fliiggetleniil, nem lehetnek egyszerre pozitivak.

III. eset: B és « is paratlan. Bebizonyitjuk, hogy ebben az esetben is B-nek van nyerd stratégidja, nevezetesen azt
allitjuk, hogy ha b-t elég nagy abszolat értékiinek vélasztja B, akkor tetsz6leges a esetén az (1) polinom az 1, —1, 2,
—2 helyek koziil legaldbb az egyiken negativ értéket vesz fol.

Legyen tovabbra is g(z) = f(z) + bz? + ax®, és legyen

M = max(|f (D], |F(=D] [F @) [f(=2)])-

Tegyiik fel, hogy g(1),g(—1), g(2),9(—2) > 0; ebbdl |b|-re egy fels6 becslést fogunk kapni.
A feltevéseink alapjan, felhasznalva, hogy « és § paratlanok:

(2) 0<g(l)<M+b+a

(3) 0<g(-1)<M-b—-a

(4) 0<g(2) <M +2°b+2%
(5) 0<g(—2) <M —2°—2%

Adjuk hozza (2) 2%szorosdhoz (5)-6t: 0 < (2% + 1)M + (2% — 2°)b, azaz

(6) (2% — 29 < (2% + 1) M.

Hasonloképpen (3) 2%-szorosahoz hozzaadva (4)-et: 0 < (2% + 1)M + (2% — 2%)b, azaz

(7) — (2% =29 < (22 + 1) M.



A (6) és (7) egyenlGtlenségeket Osszefoglalva:
(2% + 1)M > |(2° —2%)p| = [2° — 2*] - |B].
Mivel a és § kiilonbozs, 2% és 2° két kiildnboz6 paros szam, ezért |2'8 — 20‘| > 2; ebbdl pedig

27 - 27]
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Lattuk, hogy a gy&ztes személye csak attol fiigg, hogy az utoljara beirt tag kitevGje paros, vagy paratlan. Ha paros,
akkor A nyer. Ha paratlan. akkor B az el6z6 lépésben tud olyat 1épni, amivel megnyeri a jatékot.

Ha B mindig a paros kitevGji helyekre ir be egyiitthatokat (amig vannak ilyenek), akkor legkéssbb a nyolcadik
lépésben elfogynak a paros kitevék, igy az utolsé kitevs péaratlan lesz.

A jatékban tehat B-nek, a masodik jatékosnak van nyers stratégidja.

Megjegyzés. Ahhoz, hogy a feladat eredeti kérdésére valaszt adhassunk, nincs sziikségiink a bizonyitas elsé részére,
a paros « esetének vizsgélatara. Az ott kapott eredmény viszont azt mutatju, hogy B-nek lényegéban egyetlen nyerd
stratégiaja van: a paros kitevGjd tagok elfogyasztésa.

-nél nagyobbnak véalasztja B, akkor nyer.



