I. megoldas. Legyen r tetszGleges valos szam, és legyen
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Ekkor a konnyt szamolassal kaphato
(r2=2r)? —(r* =2r)(r* = 1)+ (P = 1)? = (r2 —r +1)?
azonossag azt jelenti, hogy az (1) formulakkal kapott = és y megoldasai az
% — ry + y2 =1

egyenletnek. Ha r raciondlis, akkor = és y is azok. Meg kell még mutatnunk, hogy a fenti formuldk végtelen sok
kiilonbo6z6 z-et és y-t szolgaltatnak. Ez pedig nyilvan kévetkezik abbdl, hogy az
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egyenletnek minden valés a-ra és [-ra legfeljebb 2 — 2 megoldésa van — mindketts legfeljebb masodfoku, de legalabb
els6fokt — és mivel a formulédkban z és y helyére minden racionélis szam beirhato, igy valoban végtelen sok megoldast
kapunk.

Megjegyzés. Erdekes lehet az (1) formulak eredete. Ha bevezetjiik a t = y/x jelolést, akkor t-re és z-re az 2°(t? —
t 4+ 1) = 1 egyenletet kapjuk, azaz elegendd olyan raciondlis ¢ értéket talalni, amelyre t? —t 4 1 egy racionalis szam,

1/x négyzete. Igy a
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feltételt kapjuk, ahonnan

(2) (t—é)(t—i—%):t—l

adodik. Ha most r tetszGleges, 0-t6l kiilonb6z6 raciondlis szam, akkor a

t—1/z=rt-1)
(3) t+1/e=1)r }

egyenletrendszer megoldésaira teljesiil (2), és igy a-re és y = ta-re fennall 2° — xy + 3> = 1. Az (1) formulék pedig
éppen a (3) egyenletrendszer megoldasaval adodnak.

II. megoldas. Vezessiik be az u + v = x;u — v = y 14j ismeretleneket. Ezekre nézve egyenletiink az
(4) w4+ 30% =1

alakot 6lti. Ha ennek az egyenletnek megtalaljuk végtelen sok racionalis (u,v) megoldasat, akkor a bel6lik kiszamolt
x,y is racionalis megoldasa lesz az 22 — ry +y* = 1 egyenletnek, és ezek is mind kiilonbozéek, mivel az egyenletrendszer
alapjan x és y egyértelmiien meghatarozza u és v értékét. Felhasznalva az

(u? + 3v?)? = (u? — 3v?)? + 12u*0? = (u? — 3v?)? + 3 - (2uv)?
azonossagot, lathato, hogy ha ug és vy a (4) egyenlet egy racionalis megoldasa, akkor
(5) up = 3v5 —ud; v = 2uguo

szintén megoldés.
Ha most a ,trividlis” ug = vp = 1/2 megoldasboél indulunk ki, akkor (5) — lényegében — nem ad j megoldast.

Tovabb keresve azt talaljuk, hogy
AN +3 1)’ =1
7 ) 7

Uy =

azaz
?; Vo = ?
Meg kell még mutatnunk, hogy ebbél az (5) formulék révén kiilsnb6z6 megoldasokat kapunk.
Irjuk ehhez u,-et és v,-et

Uy = a—", illetve v, =
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alakba. Ekkor az (5) formulak alapjan ag =1, by = 4 és

(6) ani1 =32 — a2, illetve byy1 = 2a,by,.

Ha megmutatjuk, hogy sem a,, sem pedig b, nem oszthatok 7-tel, akkor az u,, v, parok valéban kiillénbozsk
minden n értékre, hiszen egyszerisitett alakjukban nevez6ik a 7 kiilonbdz6 hatvanyai.

Tekintsiik ehhez a szamlalok, a,, és b, maradékit 7-tel osztva az alabbi tablazat szerint:
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Lathato, hogy a; és as, illetve by és by ugyanazt a maradékot adjak 7-tel osztva. Igy innen kezdve periodikusan
ismétlédnek a maradékok, a 0 tehat valéban nem szerepel koztiik.

Megjegyzés. A fenti u,, és v, valtozokra nyert Osszefliggésekbdl az x,y sorozatokra az
— 2 . .2
Tpt1 =T, — 2TnYn;  Ynt1 =Yy, — 2TnYn

rekurziot kapjuk. Az xg = 5/7; yo = —3/7 kezdeti megoldasbol igy kozvetleniil kaphatjuk az 22 —zy+y* = 1 egyenlet
ijabb megoldasait.
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