I. megoldas. Tegyiik fel, hogy a p primszamra
(1) p=a’+b* =2+~
Ha a = x, akkor b? = 32, a két felbontas azonos, igy foltehetd, hogy a > x. Ekkor
0 < pla® —2%) = (2° + y*)a® — (a® + b*)2? = y?a® — 27b°.
A jobb oldalon négyzetek kiilonbsége all, ami szorzatta alakithato, és igy
(2) 0 < p(a® — %) = (ya + xb)(ya — xb).
A Cauchy—Schwartz egyenl6tlenség szerint a jobb oldal tényezGinek a négyzete legfeljebb
(a® +0°)(a® +y*) = p*,
igy (2) jobb oldala egyik tényezGjének abszolut értéke sem nagyobb p-nél. A p masfelsl primszam, igy a két tényezd
koziil legaldbb az egyiknek osztoja. Mivel a tényez6k egyike sem nulla, ez pontosan akkor lehetséges, ha
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vagy wya+xb=p, ésigy ya—ab=a®—2?,
vagy ya—axb=p, ésigy wya+xb=a®— 2>
Mindkét esetben a két egyenldséget Gsszeadva és felhasznalva, hogy p = 22 + 32, kapjuk, hogy

2ya = a® +y*, azaz (a— y)2 =0,

tehat a = y, és igy b* = 22,

Ez azt jelenti, hogy a p primszam valéban legfeljebb egyféleképpen irhato fel két négyzetszam Osszegeként.
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II. megoldas. Az (1) feltételben p-vel osztva kapjuk:

(1,2+b2 B (a2—|—b2)($2+y2)

1:
P p?

A szamlaloé az ismert Euler — Lagrange azonossag szerint kétféleképpen is felirhato két négyzetszam Osszegeként:
(a® + b%)(2® + 12) = (az + by)* + (ay — bx)® = (ax — by)® + (az + bx)”.
Igy kapjuk, hogy
3) 1:(ax+by)2+<ax—bx>2:<ax—by>2+<ay+bx)2'
p p p p
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Az els6 megoldas (2) felbontasahoz hasonléan kapjuk, hogy p(y* — b?) = a®y? — b%z? = (ay + bx)(ay — bx), azaz
vagy play + bx vagy play — bx. A (3)-beli két felbontasban tehat legalabb az egyik esetben valamelyik tag egész, igy
viszont, mivel az Gsszeg 1, a mésik tagnak is egésznek kell lennie. Foltehets, hogy erre a megadott két felbontas koziil

az elsGben keriil sor. Igy
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és a jobb oldalon egész szamok allnak. Ez csak tgy lehetséges, ha egyikiik 0, méasikuk pedig 1. Nyilvan féltehets, hogy
a, b, x és y nemnegativ egészek, igy viszont csak

ar+by =p=a®+b°
és
ay—br=20

lehetséges. A talalt feltételek els6foku kétismeretlenes egyenletrendszert alkotnak z-re és y-ra, mint ismeretlenekre.
Ennek egyetlen megoldasa z = a és y = b, ami azt jelenti, hogy egy primszamnak két négyzetszam 0Osszegeként vald
elgéllitasa valoban egyértelmd.

III. megoldas. Tegyiik f6l, hogy egy adott p > 1 egész két kiilonb6z6 modon is elGall két négyzet Osszegeként,
azaz léteznek olyan a, b, ¢, d egészek, hogy

(4) p=a2+b2:cz+d2.



Megmutatjuk, hogy ekkor a p Gsszetett. Ez nyilvan teljesiil, ha a négy szam valamelyike 0, hiszen ekkor a p négyzetszam.
Foltehet6 tehat, hogy a, b, ¢ és d pozitiv egészek.
A (4)-bol rendezés utan négyzetek kiilonbségének egyenl@ségét kapjuk; ezt szorzatta alakitva

(5) (a—c)(a+c)=(d—b)(d+Db)

adodik. Vegyiik észre, hogy az a, b, ¢, d szamokat az (5) egyenlGség tényez6i egyértelmiien meghatarozzak: bevezetve
az
r=a—c¢, y=a+c, z=d—-0b v=d+b

valtozokat,
_T+y b_v—z c_y—a: d_v—l—z
T VT T T YT
igy (4) az alabbi alakot olti:
(6) dp = 4(a® + %) = (z +y)* + (v — 2)°.

Irjuk fel a II. megoldasban is j6 szolgalatot tett Euler — Lagrange azonossagot:
(7) (A% + B?)(C?* + D?) = (AC + BD)? 4+ (AD — BC).

Ha most a (6) és (7) jobb oldalan 4llo két négyzetosszeget sikeriilne azonositani, azaz talalnank olyan A, B, C, D
egészeket, melyekre

(8) x=AC, y=BD, z=BC, v=AD,
akkor a (7) azonossag nyoman éppen (6) jobb oldalanak egy szorzat alakjat kapnank, azt, hogy
(9) 4p = (A% + B*)(C? + D?).
A (8) egyenlGség az x, y, z, v egészekre azt mondja, hogy
TY = 2V.

Ekkor viszont a Kalmdr Ldszlotol szarmaz6 Gn. négyszam-tétel éppen azt mondja ki, hogy léteznek a (8) szerinti A,
B, C és D egészek. (A tétel bizonyitasa megtalalhato pl. Reiman Istvdn: A geometria és hatarteriiletei c¢. konyvének
(Gondolat, 1986) 268. oldalan.)

Vegyiik most szemiigyre a (9) jobb oldalan 4ll6 tényeztket. Konnyen ellenérizhetd, hogy ha A, B, C és D valamelyike
nulla, akkor vagy azonos a két (4)-beli feliras, vagy pedig a, b, ¢ és d koz6tt van nem pozitiv, marpedig ezeket az
eshetségeket kizartuk. Ha A = B = 1, akkor © = z és y = v, azaz a = d és ¢ = b, tehat megint csak nem volna
kiilonboz6 a két (4)-beli feliras. Igy A2B? > 22 4+ 1% = 5 és hasonléan C2D? > 5. A (9)-ben tehat a 4p-t két, 4-nél
nagyobb egész szorzataként allitottuk els, ami csak ugy lehetséges, ha a p Osszetett szam.
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