I. megoldas. A feladat szovege szerint minden olyan esetben kell a harmadik egyenletnek olyan gyokét talélni,
amely z1 és y; kozé esik, amikor ezek az els§ két egyenletnek gyokei. A lehetGségek vizsgalata céljabol hatarozzuk meg
az els6 két egyenlet gyokeinek a nagysagrendi viszonyat.

A gyokok és az egyiitthatok kozotti Osszefiiggéseket fogjuk megnézni. b pozitivitdsa miatt mindharom egyenlet
esetében a gy6kok szorzata pozitiv, tehat azonos elGjeltiek (a harmadik egyenletnél még nem tudjuk, vannak-e gyokok).
Ezt a megfigyelést a pozitivitasaval egybevetve azt kapjuk, hogy a mésodik egyenlet gyokeinek az Gsszege pozitiv, ezek
tehat pozitivak. A mésik két egyenlet esetében a gyokok Osszegének negativitasabol a gyokok negativitasa kovetkezik.

Ezek szerint a masodik egyenlet mindkét gydke nagyobb az elsé egyenlet gyokeinél. Ha tehat taldlunk a harmadik
egyenletnek olyan gyokét, amely a masodik egyenlet kisebb és az els§ egyenlet nagyobb gydke kozé esik, akkor ez a
gyOk egyszerre megfelel minden lehetséges esetnek. Ilyen gyokot pedig kell talalnunk (ha a feladat allitasa igaz), mert
ez az eset is egyike a felsorolhaté négy lehetGségnek.

Mindenekel6tt megallapithatjuk, hogy a harmadik egyenlet gyokei mint negativ szamok biztosan kisebbek a mé-
sodik egyenlet gyokeinél, amelyek pozitivak. Elég tehat azt belatni, hogy a harmadik egyenletnek van olyan gyoke,
amelyik nagyobb az els6 egyenlet nagyobbik gydkénél. Ha van ilyen gyok, akkor persze a nagyobbik gyok is ilyen; ezért
feladatunk most mar csak annak a bizonyitdsa, hogy a harmadik egyenlet nagyobbik gyoke nagyobb az els6 egyenlet

nagyobbik gyokénél.
—a+Va? —4b
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Az els6 egyenlet nagyobbik gyoke (ez esetleg meg is egyezhet a kisebbik” gyokkel). A gyok létezé-

sébol kovetkezik, hogy az egyenlet diszkriminansa nem negativ, igy a® —2b = (a® — 4b) + 2b biztosan pozitiv. Ez a szam
a harmadik egyenlet diszkriminansdnak a negyede; tehat a harmadik egyenletnek van gyoke. Ezek koziil a nagyobbik

—2a + V4a? — 8b
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. A bizonyitandé egyenlGtlenség tehat:

—a+va?—4b < —2a + \/4a? — 8b,

amit rendezve az

a+ Va2 —4b < \/4a2 — 8b
egyenl6tlenséghez jutunk. Mivel itt a jobb oldal pozitiv, ezért elég bizonyitani, hogy a bal oldal négyzete kisebb a jobb

oldal négyzeténél:
202 — 4b + 2av/a? — 4b < 4a® — 8b.

2av/a? — 4b < 2a® — 4b

egyenlGtlenséget kapjuk. A jobb oldalon most is pozitiv szam szerepel, elég tehat azt belatni, hogy a bal oldal négyzete
kisebb mint a jobb oldalé, ami rendezés utan a 0 < 16b% egyenlStlenséghez vezet, ez pedig a b-re kimondott feltétel
szerint igaz.

Ismét rendezve a

II. megoldas. Az els6é megoldasbol annyit fogunk kihasznélni, hogy a mésodik egyenlet gyokei pozitivak. Legyen
c az els6 és d a masodik egyenlet tetsz6leges gyoke. Helyettesitsiik ezeket be az f(x) = 22 + 2az + 2b fiiggvénybe:

fle) =2(c* +ac+b) — .

Itt az els6 tag c valasztasa miatt 0, mig a méasodik negativ, hiszen az els§ egyenletnek b pozitivitdsa miatt 0 nem
gyoke. Az
f(d) = (d* — ad + b) + (3ad + b)

felirdsaban a jobb oldal els§ tagja d megvalasztasa miatt 0, mig a masodik tag a, b, d pozitivitasa kdvetkeztében
pozitiv. Igy az
fle) <0< f(d)

Osszefiiggéshez jutottunk. Ebbdl viszont a méasodfoku fliggvények tulajdonsagai alapjan kovetkezik, hogy f(z)-nek van
c és d kozott gyoke.



