1—2x
Legyen f(z) =

; ezzel egyenleteink a kovetkezd alakba irhatok:

(1) ry = f(x1), 3= f(x2),...,%100 = f(T99), 21 = f(Z100)-
Tetsz6leges i-re ebbdl
zi=f(@ic1) = f(flwice) =...= F(f(f(20))...)
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adodik. Minden k pozitiv egészre vezessiik be az

jelolést; igy
(2) €Xr; = flOO(Ii) (’L = 1,2,,100)

A k-ra vonatkozo6 indukcioval megmutatjuk, hogy

arpx + b
3 e TR
© fiule) = 2k
1—
alakud, ahol ay, by, cg, di alkalmas (csak k-tol fliggs) valos szamok. Ha k = 1, akkor nyilvan fi(z) = f(z) = - z

Tegyiik fel, hogy (3) teljesiil valamilyen n-re; ekkor

anx + by,
(%) frt1(z) = f(ful2)) = f [m] =
anx + by,
cn + dn _ (an - Cn)x + (bn - dn)
anT + by, —anT — by, ’
cnx + dy,
azaz n + l-re is fennall a (3) Osszefliggés, tehat valamennyi k-ra igaz; specidlisan
(z) = axr+b
Jroo(z) = o d

axr +b
(Az f100(z) értelmezési tartomanya persze sziikebb y értelmezési tartomanyanal, de ennek itt nincs kiilénosebb
cx

jelentGsége.) (2) szerint mindegyik x1 gyoke az x = fi100(z) egyenletnek, ami (cx+ d)-vel torténs szorzas utén legfeljebb
masodfoka egyenletre vezet. Ez az egyenlet biztosan nem azonosséag, hiszen x < 0 esetén f(x) < 0, és x > 1 esetén is
f(x) <0, ezért minden 1-nél nagyobb x-re figo(z) értelmezett és negativ. Az x = f19o(x) egyenletnek tehat legfeljebb
két gyoke van, jeloljiik ezeket a-val és f-val; x; ismeretlen értékei csak ezen « és  koziil keriilhetnek ki.

Tegyiik fel, hogy valamilyen k-ra zx41 = 21 = a # B = zy; ekkor
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ﬁ = {L‘k = =
Ll—1 [
és
1-— Tk 1-— ﬂ
o = Ik+1 = = —
Ty, B
alapjan 1 —a = a 8 =1 — 3, azaz a = 3, ami ellentmondés. Alkalmas k-ra tehat xy = 41, vagyis x kielégiti
p 1—=x
az x = f(z) egyenletet. Igy viszont (1) szerint 21 = x93 = ... = Zgg = 100, € kOzOs érték csak az x = egyenlet

—1++5

megoldasa,f lehet.

Megjegyzés. Az fi(x) racionalis tortfliggvény alakjaban az ay, by, ck, di egyiitthatokrol némi kisérletezés utan
megsejthetjiik, hogy

_ Frpox+ Frp
fe(®) = ———F7—,
Frpiz— F
ahol F,, az n-edik Fibonacci—szamot jeloli, azaz f1 =0, Fo = 1,..., Fh42 = Fh41 + F,. (Sejtésiink a (x) Osszefiiggés

alapjan teljes indukcidval mar kénnyen bizonyithato.) Ennek segitségével az © = fio0(z) egyenletrdl kozvetleniil is
belathatjuk, hogy az 22 + = — 1 = 0 egyenletre vezet.



