Elgszor a kovetkezd allitast igazoljuk:

(1) Egy hdaromszogben elhelyezkedd paralelogramma terilete legfeljebb fele

a hdromszdg teriletének.

Az allitas bizonyitasdhoz a befoglaloé haromszoget kicsinyithetjiik, a paralelogrammét pedig ugy valtoztathatjuk, hogy
teriilete ne csokkenjen. Igy elérhetjiik, hogy a teriiletek kozott kivant egyenlGtlenséget csupan nagyon specialis médon
elhelyezkeds paralelogrammaékra kelljen belatnunk.

1. dbra

A paralelogramma csticsain keresztiil parhuzamosakat htizunk a haromszog oldalaival (1. dbra). Ennek nyoman
feltehetjiik, hogy a paralelogrammanak legaldbb harom cstcsa a haromszog keriiletén helyezkedik el. Tegyiik fel,
hogy ez a héarom cstcs mind kiilénb6z6 oldalon van, esetiinkben P az AC, @@ a BC, R pedig az AB oldalon. A
PS félegyenes az AB oldalt S’-ben metszi, és ekkor a ) ponton atmend, AB-vel parhuzamos egyenes metszi a PS’
szakaszt P’-ben. Mivel a kapott P'QRS’ paralelogramma teriilete megegyezik PQRS teriiletével, feltehets, hogy a
vizsgalt paralelogramma két cstcsa (a 2. abran R és S) egyetlen oldalon (AB) fekszik, és még egy cstics van a haromszog
keriiletén (@ a BC oldalon).
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2. dbra

Hasznaljuk a 2. abra jeloléseit, a QP félegyenes metszi az AC oldalt a P* pontban, az AC-vel Q-n keresztiil hizott
parhuzamos pedig az AB oldalt metszi R*-ban. Mivel a PQ szakasz P*() szakaszon fekszik, a P*QR*A paralelog-
ramma teriilete legalabb akkora, mint a PQRS teriilete. A tovabbiakban tehét elegends olyan paralelogrammakkal
foglalkoznunk, amelyeknek egyik csicsa A, és P, ), R csucsaik rendre az AC, CB, BA oldalakra illeszkednek (3.
abra).




A QRB és CPQ haromszogek hasonléak C'AB-hez, hiszen a megfelel§ oldalaik parhuzamosak; jelolje a megfelels
szakaszok aranyat «, ill. 5. Mivel CQ + QB = CB, ezért a + 5 = 1. Legyen az ABC haromszog teriilete ¢, ekkor a
QRB ill. CPQ haromszogek teriilete ot, ill. 3°t, tehat a PQRA paralelogramma teriilete:

2
Trora = (1 —a® = )t = 20t < @t = %t;
ezzel az (1) allitast bebizonyitottuk.
Eredeti feladatunk allitdsa nyilvanvaléan igaz, ha valamelyik harom pont elfajulé haromszoget hataroz meg, ennek
alapjan feltehets, hogy az 6t pont koziil semelyik harom sem esik egy egyenesbe.
Megmutatjuk, hogy ekkor a pontok kozott van négy olyan, amely konvex négyszdget hataroz meg. Ha a pontok
konvex burka 6tsz0g, vagy négyszog, akkor a konvex burok (barmelyik) négy csucsa megfeleld.

4. dbra

Tegyiik fel, hogy pontjaink konvex burka a PQT haromszog (4. abra). A masik két pont, R és S altal meghatarozott
egyenes PQT-nek pontosan két oldalat metszi, legyenek ezek példaul TP és T'Q). Ekkor a P, @, R, S pontok konvex
négyszoget hataroznak meg.

Mivel a négyszog szogeinek Osszege 360°, létezik harom egymaéast kovets csticsa, példaul R, S és P ugy, hogy
az ezeknél fekvs szogekre QPS< + PSR« = 180° és PSR« + SRQ< = 180° teljesiil. Ekkor talalhatoé olyan X
pont a négyszogben, amellyel az X RS P négyszog paralelogramma (5. abra). Az X RSP paralelogramma igy az eredeti
haromszogben fekszik, ezért (1) alapjan a teriilete legfeljebb 1/2. A PSR haromszog teriilete az X RS P paralelogramma
teriiletének a fele, tehat legfeljebb 1/4. Ezzel a feladatot megoldottuk.

5. dbra
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