Hivjuk valos szamok egy 11 elemt M halmazat jonak, ha teljesiil ra a feladat feltétele, tehat az M barmely tizelemi
részhalmaza két, egyenként 6telemd csoportra oszthaté igy, hogy a csoportokban egyenls a szamok Osszege.
A megoldas soréan felhasznaljuk a jo halmazok alabbi tulajdonsagait:

i) Egy jo halmaz minden egyes eleméhez ugyanazt a szamot
adva ismét jo halmazhoz jutunk.

ii) Egy jo halmaz minden egyes elemét ugyanazzal a szammal

szorozva ismét jo halmazhoz jutunk.

iii) Egy egész szamokbol allo jo halmaz minden

egyes eleme ugyanazt a maradékot adja 2-vel osztva.

Az els6 két tulajdonsag nyilvanval6. A harmadik bizonyitdsahoz jeldlje a halmaz elemeinek Gsszegét S, a halmaz
tetszoleges elemét pedig e. A feltételbdl kovetkezik, hogy az S — e paros szam, és igy az e ugyanazt a maradékot adja
2-vel osztva, mint az S. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy az M minden eleme ugyanazt a maradékot adja 2-vel osztva.

Legyen ezutan az M egy egész-elemd jé halmaz. Ha minden eleméhez hozzidadjuk az elemek minimumanak az
ellentettjét, akkor 7) szerint ismét — nem negativ egész elemii — j6 halmazhoz jutunk, ahol az elemek minimuma 0. Ha
belatjuk, hogy ebben az M’ halmazban minden elem nulla, akkor készen vagyunk.

Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, tehat van olyan nem negativ egészekbdl all6 j6 halmaz, amelynek eleme a nulla, és van
pozitiv eleme is. Ekkor az ilyen ,ellenpélda-halmazok” kézott van olyan, amelynek legkisebb pozitiv eleme minimaélis.
Legyen az M™ egy ilyen jo halmaz és tekintsiik az M™* elemeinek a felét. Ez a 11 szam i) szerint ugyancsak jo halmazt
alkot, elemei nemnegativ egészek — hisz i) szerint M™ minden eleme paros — méasfeldl legkisebb pozitiv eleme az M*
legkisebb pozitiv elemének a fele és igy annal kisebb. Ez viszont nem lehet, mert foltettiik, hogy a pozitiv elemek
minimuma az M *-ban a legkisebb.

A kapott ellentmondas azt jelenti, hogy nem létezhet az M™ halmaz, a feladat allitdsara nincsen ellenpélda, vagyis
az M’ halmazban valéban minden elem nulla.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzések. 1. A feladat allitdsa 11 helyett nyilvan igaz tetsz6leges paratlan szamra.

2. Ha egy racionélis szamokbol all6 paratlan elemt jé halmaz elemeit megszorozzuk a nevezsk egy tobbszorosével,
akkor egész szamokbol all6 paratlan elemd jo halmazt kapunk, igy a feladat allitdsa raciondlis szamokra is igaz.

3. Megmutathaté, hogy a feladat allitdsa akkor is igaz, ha az M elemei valés szamok.



