
Tekintsük a síkbeli négyzetrá
s rá
spontjait egy derékszög¶ koordináta-rendszer egész koordinátájú pontjainak.

Ismeretes, hogy az A1(x1, y1), A2(x2, y2), A3(x3, y3) 
sú
sú háromszög súlypontjának koordinátái:

xs =
x1 + x2 + x3

3
és ys =

y1 + y2 + y3
3

.

Egy háromszög súlypontja tehát pontosan akkor rá
spont, ha a 
sú
sok els®, illetve második koordinátáinak az összege

osztható 3-mal. Hívjunk három rá
spontot �jónak�, ha ez fennáll rájuk.

Megmutatjuk, hogy a feladatban kimondott állítás a 8-nál nagyobb természetes számokra igaz. Ehhez nyilván

elegend® egyrészt 9 pontra igazolni az állítást, másrészt mutatni 8 olyan rá
spontot, amelyre az állítás nem teljesül.
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1. ábra

Az egyes koordináták háromféle maradékot adhatnak 3-mal osztva, így összesen 3 ·3 = 9 típusú rá
spont lehetséges.

Ezeket a lehet®ségeket tartalmazza az 1. ábra táblázata.

Tekintsünk most 9 rá
spontot, és helyezzük el ®ket az 1. ábra 
elláiban aszerint, hogy a koordinátáik milyen

maradékot adnak 3-mal osztva. Ha van olyan 
ella, ahová legalább három pont kerül, akkor nyilván készen vagyunk,

hiszen három egyenl® maradék összege osztható 3-mal.

Ha sehol sin
s kett®nél több, akkor legalább 5 
ellába kerül rá
spont, hisz a pontok száma 9. Válasszunk ki öt ilyen

�foglalt� 
ellát, illetve mindegyikükben egy-egy rá
spontot. Azt állítjuk, hogy ezek között van három jó.

Nyilván bármely két különböz® 
ellához van egy és 
sak egy olyan harmadik, hogy az e három 
ellába kerül® három

rá
spont jó, így összesen

(

9

2

)

/3 = 12 olyan jó hármas van, ahol különböz® 
ellákból valók az elemek.

Tekintsük ezután az 5 kiválasztott rá
spont által meghatározott

(

5

2

)

= 10 jó hármast. Ha belátjuk, hogy ezek

a hármasok nem lehetnek valamennyien különböz®k, akkor készen vagyunk, ugyanis két különböz® pontpár éppen

akkor határozza meg ugyanazt a jó hármast, ha az éppen a két pár pontjainak az egyesítése, és így mindhárom pontja

szerepel a megadott pontok között.

Osszuk ehhez az összesen 12 jó hármast négy, egyenként három elem¶ 
soportra a 2. ábra szerint. (Az egyes


soportokban az azonos jel¶ pontok alkotják a jó hármasokat.)
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2.a) ábra
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2.b) ábra
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2.
) ábra
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2.d) ábra

Ha az 5 pont által meghatározott 10 jó hármas között nin
senek azonosak, akkor a 2. ábra négy 
soportja közül

legalább egynek mindhárom eleme ott van a fenti 10 jó hármas között. Az egyes 
soportokon belül viszont semelyik

két hármasnak nin
s közös pontja, vagyis egy 
soport három hármasának meghatározásához 6 pontra van szükség!

Mivel nekünk 
sak öt pontunk van, a 10 hármas között valóban kell, hogy legyenek azonosak, amib®l a fentiek szerint

következik, hogy a feladat állítása 9 pont esetén igaz.

Egy nyol
elem¶ ellenpélda a következ® :

(0; 0), (0; 0), (0; 1), (0; 1), (1; 0), (1; 0), (1; 1), (1; 1).

Összesen négy 
ellába kerülnek pontok, mindegyikbe kett®-kett® (3/a ábra), és a fentiek szerint nyilván nin
s köz-

tük három jó. A 3/b ábrán nyol
 olyan rá
spont látható, amelyek közül semelyik három nem esik egy egyenesre,

koordinátáik pedig éppen az adott 
elláknak megfelel® maradékot adják.
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3.a) ábra
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3.b) ábra

Megjegyzések. 1. A feladatban nem volt lényeges az a megszorítás, hogy a megadott pontok közül semelyik három

ne essék egy egyenesre, amennyiben elfajuló háromszög súlypontját is a 
sú
sok koordinátái számtani közepeként

értelmezzük.

2. A feladat annak az ismert állításnak a �kétdimenziós� általánosítása, mely szerint öt egész szám között mindig

van három, amelyek összege 3-mal osztható. Tulajdonképpen azt láttuk be, hogy kilen
, egész számokból álló számpár

között mindig van három olyan, ahol mind az els®, mind pedig a második elemek összege osztható 3-mal. A feladat

nyilván tovább általánosítható. Másfel®l maga az �egydimenziós� állítás is 
sak spe
iális esete az alábbi tételnek : ha

adott 2n−1 darab egész szám, akkor mindig kiválasztható közülük pontosan n, amelyek összege n-nel osztható. Ennek
bizonyítása megtalálható például Csirmaz László: Kedven
 problémáim 
. rovatában a KÖMAL 1982/10 számának

193�195. oldalán.
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