Tekintsiik a sikbeli négyzetracs racspontjait egy derékszogi koordinata-rendszer egész koordinatdju pontjainak.
Ismeretes, hogy az Aq(x1, y1), A2(x2, y2), As(xs, ys) csicst haromszog sulypontjinak koordinatai:
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Egy haromszog stlypontja tehat pontosan akkor racspont, ha a csticsok elsg, illetve masodik koordinatainak az 6sszege
oszthaté 3-mal. Hivjunk harom racspontot ,,jénak”, ha ez fennall radjuk.
Megmutatjuk, hogy a feladatban kimondott &allitds a 8-né&l nagyobb természetes szamokra igaz. Ehhez nyilvan
elegends egyrészt 9 pontra igazolni az allitast, masrészt mutatni 8 olyan racspontot, amelyre az allitds nem teljesiil.

1988-01-018-1.eps
1. dbra

Az egyes koordinatak haromféle maradékot adhatnak 3-mal osztva, igy Osszesen 3-3 = 9 tipusi racspont lehetséges.
Ezeket a lehet&ségeket tartalmazza az 1. dbra tablazata.

Tekintsiink most 9 racspontot, és helyezziik el Gket az I. dbra celldiban aszerint, hogy a koordinataik milyen
maradékot adnak 3-mal osztva. Ha van olyan cella, ahova legalabb harom pont keriil, akkor nyilvan készen vagyunk,
hiszen harom egyenl6 maradék Osszege oszthat6 3-mal.

Ha sehol sincs ketténél tobb, akkor legalabb 5 cellaba kertil racspont, hisz a pontok szadma 9. VAalasszunk ki 6t ilyen
Hfoglalt” cellat, illetve mindegyikiikben egy-egy réacspontot. Azt allitjuk, hogy ezek koézott van harom jo.

Nyilvan barmely két kiilonb6z6 cellahoz van egy és csak egy olyan harmadik, hogy az e harom cellaba keriilé hdrom

9
racspont jo, igy Osszesen ( 2) /3 = 12 olyan j6 harmas van, ahol kiillénb6z6 cellakbol valok az elemek.

5
Tekintsiik ezutan az 5 kivalasztott racspont altal meghatarozott (2) = 10 jo harmast. Ha belatjuk, hogy ezek

a harmasok nem lehetnek valamennyien kiilonbo6z6k, akkor készen vagyunk, ugyanis két kiilonb6z6 pontpar éppen
akkor hatarozza meg ugyanazt a jé harmast, ha az éppen a két par pontjainak az egyesitése, és igy mindharom pontja
szerepel a megadott pontok kozott.

Osszuk ehhez az Osszesen 12 j0 harmast négy, egyenként harom elemd csoportra a 2. dbra szerint. (Az egyes
csoportokban az azonos jeld pontok alkotjik a jo harmasokat.)

1988-01-019-1.eps
2.a) dbra

1988-01-019-2.eps
2.b) dbra

1988-01-019-3.eps
2.¢) dbra

1988-01-019-4.eps
2.d) dbra

Ha az 5 pont altal meghatarozott 10 j6 harmas kozott nincsenek azonosak, akkor a 2. dbra négy csoportja koziil
legalabb egynek mindharom eleme ott van a fenti 10 j6 harmas kozott. Az egyes csoportokon beliil viszont semelyik
két harmasnak nincs koézos pontja, vagyis egy csoport harom harmasanak meghatarozasihoz 6 pontra van sziikség!
Mivel nekiink csak 6t pontunk van, a 10 harmas kozott valoban kell, hogy legyenek azonosak, amibél a fentiek szerint
kovetkezik, hogy a feladat allitdsa 9 pont esetén igaz.

Egy nyolcelemi ellenpélda a koévetkezd :

(0; 0), (0;0), (05 1), (0; 1), (1;0), (1;0), (1;1), (1;1).

Osszesen négy celldba keriilnek pontok, mindegyikbe kettd-kettS (2/a dbra), és a fentiek szerint nyilvan nincs koz-
tiik harom jo. A 8/b dbrdn nyolc olyan racspont lathato, amelyek koziil semelyik harom nem esik egy egyenesre,
koordinétaik pedig éppen az adott cellaknak megfelel6 maradékot adjak.



1988-01-019-5.eps
3.a) dbra

1988-01-019-6.eps
3.b) dbra

Megjegyzések. 1. A feladatban nem volt lényeges az a megszoritis, hogy a megadott pontok koziil semelyik harom
ne essék egy egyenesre, amennyiben elfajulé haromszog stulypontjat is a csicsok koordinatai szamtani kozepeként
értelmezziik.

2. A feladat annak az ismert allitasnak a ,kétdimenzios” altalanositésa, mely szerint 0t egész szam kozott mindig
van harom, amelyek Gsszege 3-mal oszthaté. Tulajdonképpen azt lattuk be, hogy kilenc, egész szdmokbol allo szampér
kozott mindig van harom olyan, ahol mind az els6, mind pedig a masodik elemek Gsszege oszthaté 3-mal. A feladat
nyilvian tovabb altalanosithato. Masfel6l maga az ,,egydimenzios” allitas is csak specialis esete az aladbbi tételnek : ha
adott 2n — 1 darab egész szam, akkor mindig kivalaszthato koziiliikk pontosan n, amelyek 6sszege n-nel oszthaté. Ennek
bizonyit4sa megtaldlhaté példdul Csirmaz Laszl6: Kedvenc problémaim c. rovatdban a KOMAL 1982/10 szdmanak
193-195. oldalan.



