Tekintsiik a feladatot megoldottnak (1. abra). C'D olyan szakasz az e egyenesen, amely A-bol is és B-bdl is ¢
szogben latszik. Mivel a C'D szakasz egy tetszéleges pontbdl pontosan akkor latszik ¢ szogben, ha a pontnak az e
egyenesre vonatkozo tiikkorképébdl ¢ szogben latszik, ezért feltehetjiik, hogy az A és a B pontok az e egyenesnek
ugyanazon az oldalan vannak.
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1. dbra

A keriileti szogek tételének megforditasa szerint ekkor az A, B, C, D pontok egy k koriven vannak, — az e, azaz
CD egyenes altal kettévagott siknak az A-t tartalmazo félsikjan, és k-nak O kozéppontja rajta van az AB szakasz f
felez6 merdlegesén. Az e és f egyenesek metszéspontjat jeloljiik M-mel. Legyen O' az M kezd6pontt, O-t tartalmazé
félegyenes egy tetszéleges pontja, k' pedig legyen az az O’ kdzéppontt koriv, mely &altal az e egyenesbdl kimetszett
C'D’ szakasz k' pontjaibol ¢ szogben latszik. Mivel ekkor C' D’ az O’-b6l 2¢ szogben latszik és O'C' = O'D’, ezért
a C', D' pontokat meg tudjuk szerkeszteni: O’-bsl e-re merélegest allitva és a merdleges mindkét oldaldra O’-bél ¢
szoget mérve, a szogek masik szérai e-t C'-ben és D’-ben metszik.

Az OCD és az O'C’' D’ haromszdgek megfelels oldalai parhuzamosak, a megfelels csiicsokat 0sszekdtd egyenesek
pedig atmennek az M ponton. A két haromszog, és igy az altaluk meghatarozott k és k' korivek is kdzéppontosan
hasonlok az M pontra nézve. Jeloljiik az A és B pontok képét a hasonlosag soran A’-vel, illetve B’-vel. Mivel egy
egyenest egy kozéppontos hasonlosag vele parhuzamos egyenesbe visz, ezért az AC és A'C’, valamint a BD és B'D’
egyenesek parhuzamosak. Ezek alapjan a szerkesztést mar konnyen el tudjuk végezni. Ha sziikséges, akkor az egyik
pontot tiikrozziik az e egyenesre, hogy az AB szakasz az egyenes egyik oldalara keriiljon. Ezutan megszerkesztjiik
az AB szakasz f felez6 mer6legesét, majd ennek egy tetszéleges O’ pontja koriil — az eléz6ekben leirt médon — a k'
korivet, valamint a C’ és D’ pontokat. Az e és f egyenesek M metszéspontjabol indulo félegyenesekkel a k' korivre
vetitjiik az A és B pontokat, igy kapjuk A’-t és B’-t. Végiil A-n, illetve B-n keresztiil pArhuzamost szerkesztiink az
A'C’, illetve B'D’ egyenesekkel. Ezek a parhuzamosok metszik ki az e egyenesbdl a keresett pontokat, C-t és D-t. A
szerkesztésb6l adodik, hogy a C'D szakasz A-bol is és B-bdl is ¢ szogben latszik.
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2. dabra

A latott eljaras — alkalmasan moédositva — a ¢ > 90° esetben is célhoz vezet. Ebb6l a nagysagviszonybol tiistént
kovetkezik, hogy az e egyenes szétvalasztja az A, O pontokat, tovabba hogy a keresett C'D szakasz O-bol vett latdszoge
360° — 2 = 2(180° — ¢) = 2w , ahol 0° < w = 180° — ¢ < 90° (2. 4bra). Ezért a hasonlo segédabrara vezets O’
kozéppontot f-nek A-t nem tartalmazé partjan vélasztjuk, a fenti C’ pontot az NO'C'<t = w hegyesszog 1j szaraval
metssziik ki e-b6l (ahol N az O’ mer6leges vetiilete e-re), az O koriili, C'-n atmend k' kor kimetszi e-b6l D'-t és az
M A félegyenesbdl A’-t. Ezutan meghtuzzuk a parhuzamost A-n at A’C’-vel valamint A’ D’-vel, ezek metszik ki e-bél a
keresett C, D pontokat (3. abra).
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3. dbra

A ¢ = 90° esetre nyilvanvalo, hogy k a C'D szakasz Thalész-kore, O csak M lehet, és ezzel készen is vagyunk.

Mindeddig feltételeztiik, hogy az M pont létrejott. Elsé hallasra alig hissziik el, hogy a latott elvvel akkor is
célba ériink, ha f parhuzamos e-vel, vagyis az AB egyenes meréleges e-re. Anndl is kevésbé, mert a megrajzolandd
egyenesekben nehezen ismeriink ra az 1. és 3. abra vonalaira.— Ilyenkor M idedlis pont, az oda mutaté irdny az e iranya,
és az eddigiek szerinti O’, k, C’, D’ segédalakzatnak a megfelels helyzetbe torténd hasonlésagi visszatranszformalasa,
egybevigosagga és eltolassa specializalodik (4. abra). Az M A , hasonlosagi sugér” parhuzamos e-vel, ez kimetszi k'-
b6l az A-nak megfelels A’, A” pontokat. Végiil az A'C' D’ és A”C’ D’ haromszogeket A’, illetve A” csticsuknal fogva
eltoljuk az AC1 Dy, AC2D3 helyzetbe : C'Cy = D'D; = A’ A — ez az 4tmésolas itt rovidebben adja az eredményt, mint
az eredeti elv szerint az AC1||A'C’ és AD||A’D’ parhuzamosok berajzolasa, bar éppen ezek a ¢ latoszogek szarai —,
végiil hasonléan C'Cy = D' Dy = A” A. (Az abran C helyesbitends C'-re.)
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4. dbra

Ezek szerint az O, k, C', D’ segédalakzat ¢ = 90° esetén foldsleges, ¢ < 90° esetén az A, B pontpar barmilyen
helyzetében megszerkeszthets, ¢ > 90° esetén viszont csak akkor, ha az AB egyenes nem merdleges e-re (hiszen
merdlegessége esetén nincs O'-nek alkalmas pont).



A megoldéasok szdma azon mulik, hogy az M A félegyenes hany pontban metszi a k' korivet, A’ céljara. Ez —
folytatolag — azon milik, hogy a segédalakzatnak a korivet lezaré C'D’ szakasza tartalmazza-e az M pontot vagy nem;
konnyt belatni, hogy ez a tény fiiggetlen az O pont helyzetének megvalasztasatol (ami C’ D’ hosszét valtoztathatja).
M-nek ez a helyzete jellemezhets az f és e kozotti o hegyesszoggel, nem felejtjiik azonban, hogy lattunk megoldast az
a = 0° esetre is.

Ha 0° < ¢ < 90°, akkor o + ¢ < 90° esetén M kiviil esik a C'D’ szakaszon, 2 megoldés van (1. abra). Nincs
olyan helyzet, amelyben M A vagy M B csak érintené vagy elkeriilné a korivet, mert — e*-gal jelolve e-nek f-re vald
tiikorképét, ez metszi k'-t, marpedig M A és M B — szintén egymas képei — az e, e* egyenesek kozti, O'-t tartalmazo
szogtartomanyban haladnak. Ide tartozik az o = 0° eset is.

Az a+ ¢ = 90° és o > 0° esetben M a C'D’ szakaszon van, esetleg az egyik végpontban, a megoldésok szama 1.

Ha pedig 90° < ¢ < 180°, azaz 90° > w > 0°, akkor o + w < 90° esetén M nincs rajta a C'D’ szakaszon és
megoldas sincs, az o + w = 90° esetben pedig 1 megoldas van.

Osszesitjiik eddigi megallapitasainkat, leszamitva a trividlis ¢ = 90° esetet:

» < 90° 180° — p = w < 90°
/N /N
a+o<90° a+p=90° a+w<90° a+w=90°
2 megoldas 1 megoldas 0 megoldas 1 megoldés
akkor is,
ha o =0°

Végiil ide iktatjuk a kiinduldsnak egy kiilonleges esetét.Mindeddig természetesen feltételeztiik, hogy A és B kiilon-
boz6 pontok. Ezzel a feladat kezdeti redukalasa (B tiikrozése e-re) révén kizartuk azt a helyzetet, amikor A és B az
e-re nézve tiikkros pontpar. Ez a kérdés sehogyan sem illeszthet6 bele a fenti megoldésba. Kiilon hozzatessziik tehat :
ilyenkor ¢ < 90° esetén e-nek tetszéleges C' pontjahoz van legalabb 1 olyan D, hogy CAD< = ¢, és ekkor CBD< = ¢
is teljesiil. ¢ 2 90° esetén akkor van pontosan 1 ilyen D, ha C-t ,elég tavol” vessziik fel A (és B) e-n lev vetiiletétdl.

Megjegyzések. 1. Sok dolgozat tiikrozi ezt az elterjedt tévedést (fél-tudast): ,azon pontok mértani helye, amelyekbdl
egy adott szakasz egy adott ¢ szogben lathato, kor”. Nem igy igaz, hanem igy: KET KORIV. Csak a ¢ = 90° esetben
igaz, akkor a két félkoriv Osszedll teljes korré.

2. Feltehet&en lesznek olvasok, akik hidnyoljak, hogy a B pont a megoldas elérehaladasaval egyre kevesebb szerephez
jut. Indoklas: mihelyt hasznalatba vettiik f-et, az AB pontpar ,tengelyét”, attol kezdve elég az egyikkel foglalkoznunk,
a mésik tobbnyire csak tiikorkép. Ez persze a CAD és C'BD latészogekre mint eredményekre nem vonatkozik.



