A feltétel szerint A% = (k + 1) — k3. A jobb oldalon a kbreemelést elvégezve kapjuk, hogy
(1) A? =3K* + 3k + 1.

Az egyenlGség jobb oldalat teljes négyzetté alakitva

ahonnan mindkét oldalt 4-gyel szorozva és rendezve

(2) 4A% — 1 = 3(2k + 1)? adodik.

A bal oldal két négyzetszam kiilonbségeként szorzatta alakithato, és a tényezsk, 24 — 1 és 2A + 1, relativ primek.
Tetszoleges d kozos osztojukra ugyanis d|(24 4+ 1) — (2A — 1) = 2 és d = 2 nem lehet, hisz mindkét szdm paratlan.

Mivel pozitiv egész szamok egyértelmtien bonthatok primszamok szorzatara, két, kozos primtényezd nélkiili pozitiv
egész, 2A — 1 és 2A + 1 szorzata csak ugy lehet egyenl$ egy négyzetszam 3-szorosaval, ha egyikiik szintén ilyen
tulajdonsagu, azaz egy négyzetszam 3-szorosa, masikuk pedig négyzetszam.

Megmutatjuk, hogy a (24 + 1) tényez6 nem lehet négyzetszam. A feltétel szerint ugyanis A? szomszédos kobszé-
mok kiilonbségeként paratlan szam, és igy A is az. Ekkor viszont 24 + 1-et 4-gyel osztva 3 maradékot kapunk, ami
négyzetszamra nem teljesiilhet. (A négyzetszamok 0 vagy 1 maradékot adnak 4-gyel osztva.)

Ezek szerint az A? = (k4 1)% — k3 feltételnek egész A szam mellett valo teljesiiléséhez sziikséges, hogy 24 — 1
négyzetszam legyen, mégpedig nyilvan egy paratlan szam, (2m+1 ) négyzete, ahol m egész. Az igy adédott részfeltétel

(3) 24 —1=(2m+ 1)  =4m* +4m + 1,
amibél pedig

A=2m?+2m+1=m?+ (m+1)%
és éppen ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzések. 1. Az mar nem volt feladatunk, hogy ilyen A szam létezését megmutassuk, ilyet keressiink. A feladat igy is
fogalmazhato; ha van olyan, amelyre A% = (k+ 1)3 —k®, arra a szamra A = m* + (m+ 1)2. Nem nehéz azonban ezzel kiegésziteni
a fontieket.

A (3) feltétel 5nmagaban természetesen nem elegendd (1) teljesiiléséhez, ehhez az iigyesen levalasztott 24 4+ 1 = 3(2p 4 1)*
feltételnek is teljesiilnie kellene. Eszerint m-ként csak olyan egész szam jon szoba, amelyre

202m* +2m + 1) + 1 = 12p* + 12p + 3,

vagyis m(m + 1) = 3p(p + 1), példaul mindjart m = 0 és p = 0 vagy —1. Ekkor A = 1, amelyre valoban 1 = 1° — 0%, azaz k = 0,
és bizonyitasunknak megfeleléen A = 0% 4 12, (Mellesleg p=0-bol 2p+1=163s24A+1=3=3"- 1% is teljesiil).

2. Bar tovabbi elemzés még kevésbé feladatunk, réviden emlitjiik, hogy a kovetkez6 megfelel§ alapszam A = 13, amelyre
egyrészt A% =169 = 8% — 7°, masrészt A = 2% + 3°.

Er6sebb eszkozokkel azt is kaphatjuk, hogy végtelen sok megfelel6 A szam van:

A1 =1, A»=13, A3=181, A4 = 2521,
és ezekre
(4) Aipr = 144; — Aiy.
A megfelels k és m értékek:

kl =0 kz =7 kg =104 k4 21455;

ma =0 mo =2 ms3 =9 ma =35.

Altalaban pedig kiv1 = 14k; — ki—1 és mip1 = 4mi — mi—1 + 1.



