Tegyiik fel, hogy a megadott 4tl6 az AC. Jelolje O a paralelogramma szimmetriakézéppontjat. Ekkor a P ponttal
egyiitt a PO félegyenest is adottnak vehetjiik.

A PAC haromszog mindharom oldala ismert, igy a PO szakasz, mint e haromszég P-bél indulo sialyvonala meg-
szerkeszthetd. Ehhez a lépéshez sziikséges, hogy a megadott PA, PC', AC szakaszokbol létrejojjon az — esetleg elfajulo
— PAC héromszog.
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1. dbra

Vigye az O kdzéppont tiikrozés — amelynek soran tehat a paralelogramma képe dnmaga — a P pontot a P’-be (1.
abra). Ha P és P’ egybeesnek — azaz P = 0, vagyis PA = PC = AC/2 —, akkor nyilvan sziikséges, hogy PB = PD is
fennalljon, ilyenkor végtelen sok megoldasa van a feladatnak.

Ha P # P’, akkor a paralelogramma mind a négy csticsanak ismerjiik a sik két kiilonb6z6 pontjatol — a P-t6l és a P'-
t6l — mért tavolsagat, igy mind a négy cstcs megszerkeszthetd. Akkor létezik megoldas, ha a megadott tavolsagokkal
megszerkeszthetSk az — esetleg elfajulé — PX P’ haromszogek, ahol X az A, B, C és D cstcsok koziil keriilhet ki.
Ilyenkor viszont mind a négy pontra — altalaban — két megoldas adodik, és ezek paronként tiikrds helyzettiek a PP’
egyenesre. Jeldljiik a PP’ egyenest a tovabbiakban t-vel.

Ha most az (A, 4"), (B,B’), (C,C") és (D,D’) pontparok mindegyikébdl egymastol fiiggetleniil egy-egy pontot
valasztunk, akkor az igy kapott négyszog csicsai természetesen a megadott tavolsidgokra lesznek a P ponttol. Megszo-
ritast jelent, hogy négyszogiink paralelogramma, méasfel6l hogy AC atloja megadott hosszusaga.

A szimmetria miatt az A és az A’ pontok koziil valasszuk az A-t. Ezutan a C vélasztdsa mar egyértelmi, ugyanis
ha AC' = AC, akkor A rajta van t-n, igy ¢ épp az AC 4tl6, vagyis ekkor C' = C’ is fennéll. Ha ezutén a (B, B’) parbol
a B-t valasztjuk, akkor az ABC D, ha pedig a B'-t, akkor az AB'C D’ négyszog adodik (2. abra). Ezek a négyszogek
paralelogrammak, hiszen szimmetrikusak az O pontra, masfel6l benniik a megfelels tavolsagok rendre a megadottakkal
egyenlGk. A két paralelogramma altalaban nem egybevagd, hisz atloik egyenlSk, az atlok hajlasszoge viszont altalaban
nem.
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2. dabra

A P # P’ esetben tehat feladatunknak altalaban két kiilsnb6z6 megoldasa van, amennyiben a korabban emlitett
haromszogek megszerkeszthetdk, és a megadott atlo végpontjainak az A és a C' csticsokat véalasztjuk. A feladat szovege
azonban a paralelogramma ,egyik atlojarol” beszél, igy az adott hosszisagu atlé végpontjainak a betilizés szerint
ugyancsak atellenes B és D csticsokat is véalaszthatjuk. Igy az el6zokt6l altalaban kiilonboz6 tjabb két megoldast
kapunk, a feladatnak tehéat valojaban négy megoldéasa van.

Megjegyzés. Konnyen lathat6, hogy amennyiben az AC atlot tekintjiik a megadott hossztisagunak, akkor az altaldnos
esetben — P # P’ — kapott két megoldas akkor egybevago, ha az ABC és az AB’C haromszogek egybevagok. Mivel a
két haromszog AC oldalegyenese kozos, ez a B’ pont négy lehetséges helyzetében fordulhat els (3. &bra).
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3. dbra

Az els6 esetben B = B’, tehat B illeszkedik a t egyenesre, amely igy azonos a BD 4tlé egyenesével. A megadott
tavolsagokra nézve ez azt jelenti, hogy a szerkesztett PO éppen az adott PB és PD tavolsdgok szamtani kdzepe.
Ilyenkor a két megoldas egybeesik.

A masodik esetben B és B’ az AC-re tiikrosek, igy t azonos az AC 4tlo egyenesével. Erre akkor keriil sor, ha a
megadott tavolsagok koziil a PA, PC, AC szakaszokbol szerkesztett haromszog elfajuld. Ilyenkor tehat a két megoldas
a kozos AC atlo egyenesére szimmetrikus.

A harmadik esetben B és B’ kozéppontosan szimmetrikus az AC felez6pontjara, O-ra, igy B’ = D, azaz t a BD
atlo felezd merdlegese. Ez akkor teljesiil, ha PB = PD. Ilyenkor a két megoldas egybeesik, pontosabban az O-ra tiikros
helyzettek.

A negyedik esetben B és B’ az AC felez6 merdlegesére tiikrosek, azaz t az AC 4tlo felezé merdlegese. Ez akkor
teljesiil, ha PA = PC'. Ilyenkor a két megoldas a kozos AC atlo felez6 merdlegesére szimmetrikus.



