A feladat szovege nem egészen pontos. Ha ugyanis csak 3 pontunk van, akkor nem mindig taldlhaté olyan egyenes,
amelyik az Osszes piros pontot elvalasztja az Osszes feketétsl, bar a feltétel teljesiil, ha pl. A és B piros, C fekete és C
az AB szakasz belsejében van, akkor barhogyan hizunk meg egy egyenest, ez a sikot két (konvex) félsikra osztja, C' a
két félsik valamelyikében van, s ez a félsik vagy a C A vagy CB szakaszt is tartalmazza, azaz tartalmaz piros pontot
is (1. abra). Fel kell tehat tenniink, hogy a pontok szama legalabb 4.
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1. dbra

Egy sikbeli alakzat konvex burkinak azt a sikidomot nevezziik, amelyik tartalmazza az alakzatot, és amelyet az
adott alakzatot tartalmaz6 minden konvex alakzat tartalmaz. A konvex burok tehat a legsziikebb olyan konvex halmaz,
amely az adott alakzatnak valamennyi pontjat tartalmazza. Véges sok pont konvex burka konvex sokszog (vagy szakasz
vagy pont), amelynek cstucsai az adott pontok koziil valok.

Egy egyenes a sikot két, koz6s pont nélkiili konvex félsikra osztja, ezért ha néhany pont benne van az egyik félsikban,
akkor ezek konvex burka is ebben a félsikban van. Ha tehat egy egyenes elvilasztja a piros pontokat a feketékt6l, akkor
a két ponthalmaz konvex burkat is el kell valasztania. A bizonyitandé allitas igy ekvivalens a kovetkezdvel: a piros,
illetve a fekete pontok konvex burka szétvdlaszthato egy alkalmas egyenessel. Ezt fogjuk bizonyitani.

El6szor azt 1atjuk be, hogy az adott feltétel mellett (ti. hogy barmely 4 pont koziil a pirosak és feketék egy egyenessel
szétvalaszthatok), a konvex burkoknak nem lehet kézos pontjuk.
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2. dbra

Vizsgéljuk elGszor azt az esetet, ha a két konvex burok hataradnak — az altalanos esetben ez két sokszog — van
kozos pontja. Tegyiik fel, hogy egyik konvex burok sem fajult pontta. Ilyenkor 2 piros, ill. 2 fekete pontot Gsszekdts
szakasz metszi egymast, vagy pedig egy oldalban és egy csicsban, esetleg egyetlen koz6s cstcsban talalkozik (2. abra).
Mivel a konvex burok konvex halmazként két pontjaval egyiitt a pontokat Osszekotd szakaszt is tartalmazza, ekkor
egyik esetben sem létezhet olyan egyenes, amelyik ebbdl a pontnégyesbdl a kiilonb6z6 szind pontokat elvalasztja. A
két konvex burok hataranak tehat nem lehet kozos pontja.

Ha viszont az egyik (nem iires) pl. a fekete pontokat tartalmazé konvex burok tartalmaznéd a masikat (lehet, hogy
ez utobbi csak 1 pont), akkor, mivel feltettiik, hogy van legalabb 4 pontunk, a ,fekete” konvex burok valodi sokszog.
Osszuk fel ezt a sokszoget nem metsz6 atlokkal haromszogekre! Valamelyik haromszog tartalmaz a belsejében vagy a
hataran piros pontot. A haromszog csucsai feketék, és igy erre a 4 pontra nem teljesiil a feltétel. A két konvex buroknak
tehat valéban nem lehet k6z6s pontja.

Ezek utén ratériink annak bizonyitasara, hogy van olyan egyenes, amely a konvex burkokat elvalasztja. Tudjuk,
hogy két koz6s pont nélkiili konvex sokszog pontjai kozott létezik minimdlis tavolsag (esetleg tobb). Azt allitjuk, hogy
egy ilyen minimaélis hosszisagu szakasz felez6merdlegese megfelels egyenes.

Legyen A a piros, B pedig a fekete konvex burok egy-egy olyan pontja, amelyekre AB minimalis. (A és B nem
feltétlentil eredetileg ,,szines” pontok.) Tegyiik fel, hogy f felez6 merdlegesiik nem valasztja el a konvex burkokat, vagyis
f egy C pontja hozza tartozik pl. a piros pontok konvex burkahoz (3. abra).
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3. dbra

Ismét felhasznalva, hogy egy konvex halmaz két pontjat Gsszekots szakasz is a konvex halmazhoz tartozik, kapjuk,
hogy az AC szakasz teljes egészében benne van a piros pontok konvex burkdban. Tekintsiik a B pont AC-re esd
merGleges vetiiletét (az dbran T'). Mivel BAC'< hegyesszog, Taz AC szakasz belsejében van, ezért T is a piros pontok
konvex burkahoz tartozik. A BAT derékszogl haromszoghen BT < BA, és igy T kozelebb van B-hez, mint A, azaz
feltevésiinkkel ellentétben AB nem minimalis tavolsidg a két konvex burok kozott. Ez azt jelenti, hogy az f egyenes
valoban elvalasztja a konvex burkokat, és igy a piros,illetve a fekete pontokat is.



