El6szor megvizsgaljuk, hogy milyen élei, illetve lapjai lehetnek egy ilyen tetraédernek. Ekozben a haromszog-
egyenlGtlenséget hasznaljuk majd fel. A talalt élrendszerekbdl azonban nem sziikségképpen épithets valosagos tet-
raéder, igy megadunk egy feltételt, amelynek segitségével — némi szamolds utdn — valamennyi talalt élrendszerrél
eldonthetd, hogy létezik-e a neki megfelels tetraéder.

Bettizziik meg a tetraéder éleit az 1. 4bra szerint.
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1. dbra

Ha a tetraéderben van 4-nél hosszabb él, akkor az ehhez az élhez csatlakoz6 két haromszdgben a masik két oldal
hosszanak Osszege legalabb 6, hisz az élek hossza egész. Mar az eddig felsorolt 0t él hosszanak Osszege is legalabb
5426 =17, tetraéderiinknek tehat nem lehet 4-nél hosszabb éle.

Vizsgéljuk most, hogy milyen révid élei lehetnek a tetraédernek, tegyiik fel, hogy valamelyikiik, mondjuk az a él
hossza 1. Ismét a haromszog-egyenl&tlenségbdl kapjuk, hogy az a élt tartalmazé haromszogekben a masik két-két oldal
kiilonbségének abszolut értéke kisebb az a hosszanal, ami 1. Egész szamokra ez csak ugy teljesiilhet, ha egyenldk. Az
egységnyi hosszt a él tehat egy-egy egyenld szard haromszog kozos alapja, b = ¢ és e = f. Az a-val szemkozti d él
hosszara innen

d=17-2(b+e)—1

adodik, d tehat paros. Mivel pedig 4-nél hosszabb él nincs, d = 2 vagy pedig d = 4.
Ha d = 2, akkor b + e = 7, és igy (ismét hasznélva, hogy az élek hossza legfeljebb 4), kapjuk, hogy b = 3 és e = 4,
vagy pedig b =4 és e = 3. A talalt két megoldés azonban az élparok szimmetrikus elhelyezkedése miatt egybevago.
@

Ha d = 4, akkor b + e = 6, ahonnan most két kiilonb6z6 megoldast kapunk:
b=2 és e=4, vagy b=3 és e=3. (IT — 111)

Vizsgaljuk most mér azokat a tetraédereket, amelyekben minden él hosszabb, mint 1. Nyilvan nem lehet mind a
hat él 2-nél is hosszabb, hisz igy az élek hosszanak Osszege legaldbb 6 - 3 = 18 volna. Van tehét a tetraédernek 2
hosszusagu éle. Abban az esetben, amikor a tovabbi élek hossza egyenls, tehat mindegyikiik 3, nyilvan valamennyi
oldallap létrejon, igy ujabb megoldast kapunk (IV).

Meg kell még vizsgdlnunk azokat az eseteket, amikor a megmarado 6t él koziil nem mindegyik hossza 3, van tehat
koztiik 2 és 4 hosszusagu is. Harom él hosszara tehat a 2, 2, illetve 4 adodik, a tovabbi harom hosszanak Osszege igy
9. A 9 kétféeleképpen bonthatd harom darab 2 és 4 kozé esG egész szam Osszegére: 9 = 2+ 3 + 4 = 3 + 3 + 3. Eszerint
az élek hosszaira két lehetgség adodik:

(a) {2,2,2,3,4,4}, illetve (b) {2,2,3,3,3,4}

A tovabbiakban arra kell iigyelniink az esetek szdmbavételekor, hogy a 2, 2, 4 hossztusagu szakaszokbol nem alkothatd
haromszog, minden méas elrendezés viszont mar megengedett — az oldallapok létezése szempontjabol.

Az (a) esetben harom darab 2 hosszusagu él van. E harom él nem indulhat k6z6s csticsbol, hisz ilyenkor 4 hosszusagu
él kotné Ossze masik csucsaikat. A 2 hosszusagu élek tehat a 2. abran lathaté modon nyilt torottvonalat alkotnak, vagy
pedig — zart — haromszoget. A | nyilt” esetben azonban csak egy 4 hosszusagu élt tudunk elhelyezni — a toéréttvonal
kezd6- és végpontja kozott — gy, hogy ne j6jjon létre elfajuld haromszog, ez a lehetGség tehat elesik. A | zart” esetben
viszont a tovabbi harom oldallap is létrejon, és a szabalyos haromszog csicsaib6l indulé 3, 4, 4 hossziasagu élek
szerepének szimmetrikus volta miatt egyetlen tijabb megoldast kapunk. Egy lehetséges bettizés:

(V) a=b=c=2 d=3, e=f=4

A (b) esetben is a harom egyenls, 3 egységnyi hosszu él elhelyezkedése szerint érdemes elkiiloniteni az eseteket.
Ezek elrendezése most is csak a 2. 4bran lathatd két lehet&ség szerint torténhet, ha ugyanis kézos csicsboél indulnénak,
akkor a masik végpontok altal meghatarozott haromszogben 2, 2 és 4 volnanak az oldalak.
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2. dbra

A [ nyilt” esetben most két, nem egybevagd megoldas adddik aszerint, hogy a leghosszabb, 4 hosszisagu él a
Hkiegészit6” — a 2. abran szaggatott vonallal rajzolt — tordttvonalnak szélsé vagy pedig belsé szakasza. Egy-egy betiizés:

(VI) a=b=d=3, c=4, e=f=2,
illetve

(VID) a=b=d=3, c=f=2 e=4.



A [ zart” esetben viszont a mar emlitett szimmetria miatt csak egy megoldast kapunk. Egy bettizés:

(VIII) a=b=c=3, d=e=2, f=4
Foglaljuk most tablazatba a lehetséges élvazakat az 1. abra betiizése alapjan.
a b ¢ d e f
I. 1 3 3 2 4 4
IT. 1 2 2 4 4 4
III. 1 3 3 4 3 3
Iv. 2 3 3 3 3 3
V. 2 2 2 3 4 4
VL 3 3 4 3 2 2
VII. 3 3 2 3 4 2
VIII. 3 3 3 2 2 4
1. tablazat
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3.a dbra
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3.b dbra

A 3. 4bra sejteti, hogy az élrendszer, illetve az oldallapok létezése még nem feltétleniil jelenti a
megfelelG tetraéder létezését is. Vizsgéaljuk meg, minek kell teljesiilnie ahhoz, hogy 1étez6 oldallapok-
bol tetraédert épithessiink! Teritsiik ki ehhez egy tetraéder élvazat az ABC lapjanak az S sikjara
(4a abra).
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4.a dbra

Ha a satirozott két haromszoget ,fel tudjuk hajtani” egy B cstcsu triéderré, akkor a triéderben a
B cstccesal szemkozt egy f, b, d éld — tehat a megmaradt C'DgA haromszoggel egybevagd haromszog
jon létre (4b abra), amely ezzel a negyedik lappal igy lezarhato.
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4.b dbra

Azt allitjuk, hogy a B cstcsu triéder létrejotte kizarolag az élvaz B cstucsandl levé harom szog, a
DsBC, a CBA és az ABD¢ szogek (a 4a abréan ¢, v és 0) viszonyatol fiigg.

A szoban forgo triéder ugyanis pontosan akkor jon létre, ha a BD félegyenesnek a BA ten-
gely koriili, illetve a BD 4 félegyenesnek a BC' tengely koriili megforgatasaval kapott két, B csiicst
kiippalast metszi egymast — a metszésvonal két, az S sikra szimmetrikus alkoto (5. abra).
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b. abra

A két kippalast viszont pontosan akkor metszi egymést, ha az emlitett hdrom szog koziil barmelyik
kett6 Osszege nagyobb a harmadiknal. A feltétel ugyanis elégséges, hiszen ebben az esetben az egyik
palastot rogzitve a maésik, forgd egyenesnek az S sikba esé két helyzete koziil az egyik a palaston
kiviil, a masik pedig annak belsejében halad, igy tutja soran feltétleniil metszenie kell azt. Sziikséges



is a feltétel, hiszen ha ¢ + 0 < ~, akkor a két kappalast ,egymason kiviil” helyezkedik el (esetleg
érintik egymast az S sikban) — ez felel meg a 3a abra ,tul kicsi” oldallapjainak — ha pedig példaul
d + v < ¢, akkor a nagyobb nyilasszogi kuppalast tartalmazza a kisebbiket (3b abra).

Ezt a — némiképpen a haromszog egyenlGtlenségre emlékeztets — sziikséges és elégséges feltételt
kell most mar ellenérizniink a talalt nyolc élrendszerre. Jegyezziink meg azonban még annyit, hogy
noha a B csics, illetve a B-nél létrejovs szogek kivalasztasa onkényesnek tiinhet, a fentiekbdl az
is kovetkezik, hogy a talalt feltétel egyidejiileg teljesiil vagy nem teljesiil, akdrmelyik lapot és azon
barmelyik cstucsot szemeljiik is ki.

Nos, ami a szamolast illeti, a szogeket a koszinusztétel segitségével szamolhatjuk, a

o e+ at - f* cos EEGEe
Y= 2ae ’ v= 2ab ’
b? + e — d?
cosy = ———
2be

osszefiiggések alapjan. Igy a 2. tablazatban szerepls értékek adodnak.
A tablazat adatait szemiigyre véve lathato, hogy az elsé hét esetben teljesiil a feltétel, a nyolcadik
esetben viszont nem, ¢ > v+ ¢ igy a VIIL {3,3,3,2,2,4} éli tetraéder nem létezik.

cos ¢ | cos v | cos O % v )
L. 1/8 1/6 7/8 82,8° 80,4° | 28,95°
IL. 1/8 1/4 1/4 82,8° 75,52° | 75,52°
I1I. 1/6 1/6 1/9 80,4° 80,4° | 83,62°
IV. 1/3 1/3 1/2 70,53° | 70,53° 60°
V. 1/4 1/2 | 11/16 | 75,52° 60° 46,56°
VL 3/4 1/9 1/3 | 41,41° | 83,62° | 70,53°
VIL. 7/8 7/9 2/3 28,95% | 38,94° | 48,19°
VIIL. | -1/4 | 1/2 | 3/4 | 10448 | 60° | 41,41°
2. tablazat

Osszefoglalva tehat 6sszesen hét olyan tetraéder létezik, amelyek éleinek hossza egész szam, s az
élek hosszanak Osszege 17. A megoldasokat az 1. tablazat elsé hét sora tartalmazza.

Megjegyzések. 1. Megallapodas szerint az ilyen tipusu feladatok egybevigd megoldasait nem te-
kintjiik kiilonbozének, azonban térbeli alakzatokrol 1évén szo, indokoltnak tiinhet a csak sikra valo
tiikrozéssel egymasba vihets alakzatok megkiilonboztetése. (Gondoljunk egy par kesztyi két darab-
jara, vagy a balkezesek a jobbkezes ollokra. Nalunk kizardlag ilyenek kaphatok.)

Ennek megfelelGen a 2. abra ,,nyilt” esetében kapott megoldasok —a VI. és a VII. — valamilyen sikra
vonatkozo tiikdrképei egy-egy — ilyen értelemben — Gjabb megoldast adnak. Az I-V. megoldasban az
a él felez6 merdGleges sikja szimmetriasik, a tiikkrozés nem vezet 1j megoldasra.

2. Megemlitjiik, hogy a VII-es megoldasban 2-2 lap egyezd koriiljarasian egybevago és van olyan
tengely, amely koriil a 180°-os forgatas onmagaba viszi 4t a testet, ez a b, d élpar felezGpontjait
Osszekotd egyenes. A kristalytanban digirnek nevezik az ilyen tengelyt. Sikidomot az ilyen forgatas a
tengelyes tiikorképébe viheti at, ha van tengelye — pl. egyenl6 szart haromszoget — , térbeli alakzatnal
viszont a forgatas és a tiikrézés lényegesen kiilonb6z6 szimmetriamiiveletek.



