I. megoldas. Megmutatjuk, hogy m-nek a legkisebb, v/a-nél nagyobb egész megfelel, azaz
a< ([va] +1)* < d.

Az elsS egyenlétlenség nyilvanvald, hiszen egy v/a-nal nagyobb szam négyzete nagyobb, mint a, és va < [\/5} + 1.
Maésfelsl

m=[Va] +1<Va+1, ahonnan

m? < (\/54-1)2 =a+2Va+1.
Elegendd igazolni, hogy

(1) a+2ya+1<d.

Legyenb=a+2z,c=a+y,d=a+ z, itt x, y, z pozitiv egészek és 0 < z < y < z. Ekkor a bizonyitandé allitas a
kovetkezs alakot olti:

(2) 2vVa+1<z.
A feltétel szerint a(a + z) = (a + z) (a + y), ahonnan
(3) (z— (x4 y))a =wzy.
A bal oldalon a egyiitthatoja egész, és mivel a jobb oldal pozitiv, igy legalabb 1. Igy egyrészt
(4) z—1>x+y,
maésrészt
(5) Ty > a.
z—1 r+y.

(4)-bésl ) > 5 (5)-b6l pedig /ry > a. De x és y kiilonbozs egészek, igy szamtani kozepiik hatarozottan
nagyobb mértani kozepiiknél. Igaz tehat, hogy
z—1_z+y

>
2 - 2

> /Ty > Va,

-1
vagyis z > \/a, ahonnan rendezés utan (2) adodik. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

II. megoldas. Induljunk ki az ad = bc 6sszefiiggésbdl. Az ad-t primszamok szorzataként felirva ezeket a primeket
ketté tudjuk osztani Ggy is, hogy az egy-egy csoportba es6k szorzata a, illetve d legyen, és gy is, hogy a szorzatok
értéke b, valamint ¢ legyen. Am akkor ezek a primek négy csoportba oszthatok, mondjuk P-be, Q-ba, E-be és S-be,
ugy hogy a P és Q-beli primek szorzata a, az R és S-belieké d; a P-be és R-be es6 primek szorzata a b-t adja ki, a
Q-ba és S-be estk szorzata pedig ¢ -t. Az egy csoportba esé primek szorzatat a megfelel kisbetiivel jelolve azt kapjuk,
hogy vannak olyan pozitiv egész p, ¢, r, s szdmok, amelyekre

a=pq, b=pr, c=gqs, d=rs.
Az a < b < c<dalapjan pg < pr < qs < rs, azaz
(6) g<r & p<s.

Akkor van olyan m egész, amire a < m? < d, ha v/a és Vd kizé esik egész szam, és ez biztosan igy van, ha kettejiik
kiilonbsége nagyobb 1-nél:

d—a

7 Vd—Va=—=——>
™ Vd+a

Elegends tehat ezt bizonyitanunk. (6) szerint r — ¢ — 1, valamint s — p — 1 nem negativak, azért

(r+g)(s—p-1)+({@+s)(r—q-1)>0,

1.

ahonnan
prqgt+r+s

2
A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenséget a jobb oldalra alkalmazva

rs —pq > \/pq+ /s

adodik. Ez pedig a bizonyitandé (7) egyenlStlenséggel egyezik meg, ha megmutatjuk, hogy az egyenléség nem allhat
fenn. Ha ugyanis a két oldal mégis egyenls volna, akkor sziikségképpen p = ¢ és r = s, hiszen a szadmtani és mértani
kozepiik egyenls és ekkor b = pr = gs = ¢, ellentétben a b < ¢ feltétellel.

rs —pq >



