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I. megoldas. Ha 1 £ z < y, akkor [z, y] legalabb kétszer akkora, mint x, emiatt

1
< e Ezt felhasznalva a

bizonyitandé egyenlétlenség bal oldala feliilrél becsiilhets :

Ly Ly Ly Lo L
[a,b] ~ [b,c] [c,d]  [dye] T 2a 20 2¢  2d
Ha ¢ 2 4, akkor d > ¢ miatt d = 5, mésrészt a = 1 és igy b = 2, tehat
i_,_i i+i<1+1+1+1
2a  2b 2d =2 4 8 10’
ami valéban kisebb 1-nél.
Ha ¢ < 4, akkor a =1, b = 2 és ¢ = 3, tehat d = 4. Ekkor
1 n 1 +1+1 1+1+1+1<1
@0 " b,d 20=276 6 8 7

tehat ebben az esetben is belattuk az allitast.
Magyar Akos (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., I. o. t.)

II. megoldas. Egy jobb becsléssel elkeriilhet az esetszétvalasztas. Mivel [z, y] az x-nek is és az y-nak is tobbszorose,
ezért zy-nak y[z,y| és x[x,y] is tObbszorose. Emiatt e két utobbi szam kiilonbsége is tobbszordse xy-nak. Ha tehat ez
a kiilonbség nem 0, akkor az abszolit értéke legalabb zy. Igy ha 0 < z < y, akkor

y[xvy] - .I[.I,y] 2 zy,

ahonnan [x,y] - x - y-nal val6 osztas utéan azt kapjuk, hogy

) 1-

Ezt alkalmazva

C(L Ty (L1y L (1o1y, (1 1y_1 1
“\a b b ¢ c d d e) a e

adodik, ami valoban kisebb, mint 1.
Megyesi Gdbor (Szeged, Juhasz Gy. Tanarképzs Féisk. 1. sz. Gyak. Isk., 8. o. t.)
Megjegyzések. 1. A feladatra nagyon sok hibas dolgozat érkezett. Ezek legtobbjében egy, a kitiizéttnél élesebb —

egyébként igaz — Allitas ,,bizonyitasa” szerepelt. Eszerint a bal oldal maximuma 1 — 6" Gondolatmenetiik lényegében

a kovetkezd Volt :

»Mivel —— [ o = 23:, igy [alb] < 1 az els6 tag tehat akkor maximélis, ha a = 1 és b = 2. Ekkor [blc] [2710] < i
és ez is csak akkor lehetséges, ha ¢ = 4. Ha ¢ = 4, akkor ﬁ < % és igy d = 8, és ugyanigy e = 16, a bal oldal
maximuma tehat l—i— + - 1 + i =1- i .«

2 4 8 16 16

Ez a gondolatmenet hibés, bar az eredmény igaz. Ha valamit tobb 1épésben kell maximalizalnunk, akkor nem
feltétleniil akkor kapjuk a legjobb eredményt, ha minden lépésben az akkor lehetséges legnagyobb novekedést igyek-
sziink elérni. Esetiinkben kimondatlanul feltételeztiik, hogy a bal oldal akkor maximalis, ha mér az els6 tag is a lehetd
legnagyobb. Ez a és b értékét meghatarozza, ha most megint ,,a lehets legtobbet akarjuk”, akkor ez c-t is egyértelmtive
teszi, és igy tovabb. Lehetséges azonban, hogy ha eleinte til mohok vagyunk, az a késGbbiekben nagyon megkoti a
keziinket.

Egy nyilvanval6é példa a fentiek illusztralasara az alabbi. Tegyiik fel, hogy két nemnegativ szam Osszege 1, és a
szorzatukrol szeretnénk elérni, hogy a lehetd legnagyobb legyen. Az els6 tényezd nyilvan akkor a legnagyobb, ha 1, de
igy a masodik tényezd mar csak 0 lehet, és a szorzat lathatéan nem lesz maximalis.

Egy masik példahoz jutunk, ha az eredeti feladatot kissé modositjuk. Az idézett rossz megoldasokban azt ,igazol-

tak”, hogy a feltételek esetén

1 n 1 n 1 n 1
[a,b] ~ [byc]  [e,d]  [d,e]




akkor maximalis, ha a =1,b=2,¢c=4,d =8 és e = 16. Ha ehelyett
1 n 1 n 1 n 1
Vet Vb Ve d  /ld.e]

maximumét keressiik, akkor az idézett ,,megoldéas” szerint

(3)

111 1
—t+ =+ —=+—
V2 V4 VB V16

adodik, ez azonban most nem maximum, mert haa =1,b=2, ¢c=3, d =6, e = 12, akkor (3) értéke

=1,81066

111 1
—t+—=+—=+—
V2 V6 V6B V12

Jol lathato, hogy az Osszeg mésodik tagja csokkent, de ennek révén a harmadik és a negyedik tagot ndvelhettiik,
agy, hogy az 0sszeg meghaladja az el6z6 értékét.

2. Emlitettiik, hogy igaz egy élesebb allitas is. Ezt be is latjuk n szamra (n = 2), n-re vonatkoz6 teljes indukciéval.

Legyen tehat 1 < a1 < as < ... < an,a; egész. Ekkor azt allitjuk, hogy

= 1,81228.

1 1 1 1
(4) + +...+—=1——.
la1,a2]  [a2,as] [an—1,an] AL
1 1 1 3 . .
Ha n = 2, akkor ez az < — £ = becslés miatt igaz.
[CLl, CLQ] 20,1 2

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n szamra, és lassuk be, hogy ekkor (n+1) szamra is igaz. Két esetet kiilonboztetiink
meg.

1. eset: a,q1 < 2"'. Ekkor a IL. megoldas becslése szerint
L ;L L 11 1
lai,a2]  [az,as3] [an,ng1] — a1 apg1r  ap 20D T PAGE
1
2. eset: anqp1 = 2" Nyilvan [@n, Gnt1] 2 Gny1, gy most [ ] < TESE Az indukcios feltevést felhasznalva
Apy Qp+1 n

1 1 1 1
+ +...+ + =
[a1,a2]  [a2,as] [an—1,an] [an, Gnt1]
1 1 1
= (1_27)+ﬁ:1_ﬁ'

Ezzel az allitast belattuk. A bizonyitasbol az is latszik, hogy (4)-ben pontosan akkor van egyenlGség, ha a; = 2°71
i=1,2,..., n.



