I. megoldas. Jeldljiik a harom félegyenest a-val, b-vel, c-vel, és a szoban forgd merdlegeseket rendre ag-lal, by-lal,
co-lal. Legyen tovabba Cy a c félegyenes tetszbleges, P-t6l kiilonb6z6 pontja, és .S a Cy-on dtmend, c-re meréleges sik.
Mivel a és b a c-vel hegyesszoget zar be, mindketts metszi S-t, jeloljiik a metszéspontokat A-val, B-vel.

A kapott AB egyenes benne van az a és b altal meghatarozott sikban, és mersleges c-re, hiszen S-ben is benne van.
Ezért AB parhuzamos co-lal. Jeloljiik A-nak b-n levé vetiiletét Bg-lal, B-nek a-n levé vetiiletét pedig Ag-lal. Mivel a
és b hegyesszoget zarnak be, az ABy és BA( egyenesek metszik egymast, és M metszéspontjuk az ABP haromszog
magassagpontja. Emiatt a PM egyenes merdleges AB-re, és ha nem azonos c-vel, akkor azzal egyiitt AB-re meréleges
sikot hataroz meg. (Mivel PM és ¢ akkor azonosak, ha ¢ benne van az a és b altal meghatéarozott sikban, ettél az esettsl
eltekinthetiink, hiszen ekkor a feladat 4allitdsa nyilvanvald.) Jeloljik a ¢ és PM egyenesek altal meghatéarozott sikot
Y-val. Abbol, hogy X merdleges AB-re, kovetkezik, hogy X merdleges az ABP sikra is, és ha Y-ban az M ponton &t
P M-re merslegest allitunk, az egyben az ABP sikra is mer6leges lesz. Mivel ¢ egyenese nem meréGleges az ABP sikra
és benne van XY-ban, ¢ egyenese metszi ezt a merdlegest, jeloljiik a metszéspontot C-vel, Az a egyenese merdleges a
BAj, CM egyenesekre, tehat mersleges BC-re is, és igy BC||ag. Hasonloan kapjuk, hogy AC||bg, tehat az ag, bo, co
egyenesek parhuzamosak az ABC sikkal. Mindharom egyenes atmegy P-n, ezért a hirom egyenes valoban egy sikban
van, amint azt bizonyitanunk kellett.

II. megoldas. Jeloljik a félegyeneseket most is a-val, b-vel, c-vel. A feladat &allitdsanak igazolaséhoz elegendd
mindegyik félegyenesen egy-egy pontot: A-t, B-t, illetve C-t talalni ugy, hogy a L BC, b 1L CA és ¢ L AB teljesiiljon,
hiszen ekkor a kérdéses merglegesek mind benne vannak abban a P-n dtmend sikban, amely parhuzamos az ABC
sikkal.



P

Legyen tehat A az a félegyenes tetszGleges pontja, és allitsunk A-bol meréleges sikot c-re. Ez a sik a félegyenesekre
tett kikotéseink alapjan metszi a b félegyenest, legyen a metszéspont B. Hasonléan a B-ben emelt, a-ra merdleges sik
metszi a c félegyenest, a metszéspontot C-vel jeloljiik.

A most kapott A, B, C pontokra AB L ¢, illetve BC' 1 a a pontok megvalasztdsa miatt teljesiil, s igy csak az
van héatra, hogy megmutassuk: CA L b. Ehhez toljuk el a PC szakaszt a P'C’ helyzetbe gy, hogy P'C’ felez6pontja
az AB felez6pontjaval essen egybe, s az AB szakaszt az A’B’ helyzetbe gy, hogy ennek felezépontja a PC sza-
kasz felez6pontjaval essen egybe. Az igy kapott PA'CB’' P’ AC’' B hatlapt idomot paralelepipedonnak nevezik, lapjai
paralelogrammaék, szemben 4ll6 lapjai parhuzamosak és egybevagok.

Mivel AB L ¢, azért A’B’ 1 PC is igaz, tehat a PA'CB’ lap (és a vele egybevagé P'AC’'B lap is) rombusz.
Hasonléan BC L a miatt P’A’ | PA, ésigy a PA'AP’ és a B'CC'B lap is rombusz. Ebbél pedig kdvetkezik, hogy
a paralelepipedon osszes éle egyforma hosszi, tehat a harmadik lappar is rombuszokbol all. Igy P’B’ L PB, vagyis
AC 1 b, ahogyan azt allitottuk.



