I. megoldas. Jeloljikk a B+ C, A+ C, B+ A pontokat E, F, G-vel. Ez az ,6sszeadas” nem kommutativ, példaul
az F* = C'+ A pont nem azonos F-fel, hanem annak az AC szakasz felez6pontjara vonatkozo tiikorképe: az AF, CF*
szakaszok rendre az AC' szakasz 60°-os elforgatasaval keletkeznek, de az els6 esetben A koriil, a méasodikban C' koriil
forgatunk (1. abra).

F ‘ 1. dbra

Elforgathatjuk az AC szakaszt B koriil is 60°-kal, ekkor kiilon el kell forgatnunk az A cstucsot B koriil, igy éppen G-t
kapjuk, és kiilon forgatni kell B koriil C-t, amikoris F-t kapjuk. Mivel a kiilonb6z8 centrumu forgatasok parhuzamos
és egyallasi eredményre vezetnek, EG-t CEF*-bol a C-t E-be viv6 eltolassal is megkaphatjuk. Ez viszont F A-bol az
F-et C-be vivé eltolassal kaphat6 meg, igy végiil is azt kaptuk, hogy az F-et E-be vivé eltolas A-t G-be viszi. Amde
ekkor F' és G az AFE szakasz felezGpontjara nézve szimmetrikusan helyezkedik el, és ez épp az, amit bizonyitanunk
kellett.

II. megoldas. A sik tetsz6leges pontjaba mutatd helyvektorokat jeloljitk rendre a megfelel§ kisbettvel. (A hely-
vektor olyan vektor, melynek kezdSpontja a sik egy rogzitett pontja.) A P x @ mivelet eredménye a PQ szakasz
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felez6pontja, s igy a vektorok Gsszeadasi szabalyai szerint ennek a pontnak az i(p + q) vektor felel meg (2. abra).
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2. dbra

Jelentse T'(u) azt a vektort, amelyet tigy kapunk meg, hogy az u vektort pozitiv (az éramutato jarasaval ellenté-
tes) irdnyba elforditjuk 60°-kal. Igy a P + @ pontba mutatd helyvektor p + T(q — p) alakba irhato (3. abra). Ezek
felhasznalasaval irjuk fel az (1) alatti miveletek eredményeihez tartozo helyvektorokat.



3. dbra

A bal oldal helyvektoranak a kétszerese

a+b+T(c—b),

a jobb oldal helyvektoranak a kétszerese
b+T(a—b)+a+T(c—a).
Azt kell igazolnunk, hogy ez a két vektor egyenls. Ehhez elég azt belatnunk, hogy
T(c—b)=T(a—b)+T(c— a),

ahol a — b, ¢ — a és ¢ — b egy haromsz6g harom oldalanak vektorai, mégpedig gy, hogy az els6 ketts Osszege éppen
a harmadik. De ebbdl kovetkezik, hogy igaz az egyenl&ség, mert két oldal 60°-os elforgatottjanak Osszege egyenls az
Osszeg 60°-os elforgatottjaval. Ezzel igazoltuk az (1) egyenlet helyességét.

Megjegyzések 1. Az 1. megoldas szerint dolgozdk ugy fejezték be megoldasaikat, hogy az A, F', E, G pontok
paralelogrammat hataroznak meg, tehat a szemkozti csticsokat 6sszekots szakaszok felezGpontjai egybeesnek. Ez igaz,
és megoldasaikat 2 ponttal értékeltiik. De megjegyezziik, hogy a megoldasuk hidnyos, hiszen nem foglalkoztak azokkal
az esetekkel, mikor e négy pont egy egyenesbe esik, pl. ha A, B, C egy szabélyos haromszog cstcsai (4. dbra).
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2. A megoldok egy része a forgasiranyt rosszul értelmezte, és olyan szabalyos haromszoget szerkesztett, melynek
koriiljarasi irdnya megegyezett az oramutatd jarasaval, azaz negativ. A feladat allitadsa igy is igaz, s a bizonyitas
hasonldéan megy, ezért az 6 megoldasaikat is elfogadtuk.



