Mivel a, b, ¢ pozitiv, a gyok alatti kifejezésekhez rendre 4a?, 4b%, 4¢*-et adva noveljiik a bal oldalon &ll6 kifejezés
értékét:

(1) VA + 1T+ VA + 1+ Vac+ 1 < < V4a? +4a+ 1+ V402 +4b+ 14 \/4c? + 4c + 1.

Itt viszont:

(2) Va2 +da+1+ VA2 +4b+ 1+ V42 +4c+ 1=
:\/(2a—|—1)2+\/(21)—!—1)2—!—\/(20—!—1)2.

Ha a, b, c pozitiv, 2a + 1, 2b+ 1, 2c + 1 is pozitiv, tehéat:

(3) \/(2a+1)2+ \/(2b+1)2+ \/(2c+1)2 = (2a4+1)+ (26+1) + (2c+1).
Rendezve és felhasznalva az a + b + ¢ = 1 feltételt:
20+ 1+20+1+2c+1=2(a+b+c)+3=05

Tehat az allitas igaz.

Megjegyzés. Lathato, hogy az a, b, ¢ pozitivitdsa az egyenlGtlenség teljesiiléséhez nem sziikséges feltétel. Rogton
kovetkezik, hogy a pozitivitas helyett az eredeti gyokos kifejezés értelmezhetdségéhez sziikséges a > —0,25, b > —0, 25,
¢ > —0,25 feltétel is elegendd, mert (1) teljesiiléséhez az kell, hogy a, b, ¢ ne legyen egyszerre 0, sezaza+b+c=1
feltetelbol kovetkezik. (3) teljesiiléséhez pedig 2a+1 > 0,20+1 > 0, 2¢+1 > 0 is elegendd, s igy az enyhitett feltételek
mellett a bizonyitas valtozatlanul érvényben marad.

Az (1) lépésben egyenlGséget csak a = b = ¢ = 0 esetén kapnank, marpedig a + b 4+ ¢ = 1. Ez azt sugallja, hogy
finomabb eljarassal kifejezésiinkre az enyhitett feltételek mellett is (*)-nal jobb korlat adhat6. Valoban, alkalmazzuk a

: PR ry+z_ 2?4yt 42
szamtani és négyzetes kozép kozti egyenlStlenséget (tetszbleges x, y, z valos szamokra 3 < 3 és

az egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha x = y = z). Eszerint

da+1+4b+1+4c+1
a++;+c+:~2

\/4a+1+\/4b+1+\/4c+1§3\/ ~ 4,58 < b.

Az egyenlGség a = b = ¢ = 1/3 esetén teljesiil. Tehat a kifejezés legnagyobb értékét a feltételek modositdsa nem
befolyasolta.



