Jeloljiik a haromszog csucsait A, B, C-vel, szogeit «, 5, y-val, magassagpontjat M-mel, koriilirt korét k-val, és
valasszuk egységnek k sugarat.

Ekkor a haromszog félkeriilete, mint ismeretes
s =sin a+sin §+sin 7.

Az is ismert, hogy M-nek az oldalakra vonatkozo tiikorképei k-n vannak, tehat ennek a haromszognek is a szogei
szinuszanak az Osszege a fél keriilete:
sy =sin apy +sin By + sin yar,

ahol az M index a magassagpontra utal. Ha a haromszog hegyesszogi, akkor
ayr = 180° — 2a, By = 180° — 23, v = 180° — 2+,
ha pedig mondjuk C-nél tompaszog van, akkor
ay = 2a, By = 28, v = 2 — 180°.

Igy tehat mindkét esetben
sy = |sin 2al + |sin 28| + |sin 27|,

ami akkor is helyes, ha a haromszog derékszogl. Azt kell megvizsgalnunk, hogy kovetkezik-e az sp; = s feltétellel
ekvivalens

(1) sin oo +sin B+ sin vy = |sin 2a| + |sin 26| + |sin 27

feltetelbdl az, hogy a = 8 =~ = 60°?
Ha a haromszog hegyesszogt, akkor igen, hiszen

sin 2a + sin 28 2 2sin (a4 3),
(2) sin 208 +sin 27 2 2sin (8 + ),
sin 2y + sin 2a 2 2sin (y + «)

miatt mindig igaz, hogy ha o + 8 + v = 180°, akkor
sin 2« +sin 283 + sin 2y 2 sin a + sin 8 + sin 7,

és az egyenlGség pozitiv «, 5, y-ra csak a = 8 = v mellett allhat fenn.

Ha viszont talalunk (1)-nek olyan megoldasat, melyben mondjuk v > 90°, akkor a feladat allitdsa nyilvan nem
igaz. Olyan «, (3 szogeket keresiink tehat, amelyek pozitivak, 6sszegiik kisebb, mint 90°, és teljesiil rajuk, hogy

(3) sin a+sin B +sin (o + 8) =sin 2a +sin 28 +sin (2a + 20).
Hasznaljuk fel a

(4) sin 2+ sin 28 = 2sin (a + B8) cos (a — f)



Osszefliggest [amibdl (2) is kovetkezik]:

(5) 2sina;ﬂcos Q;B+sin(a+ﬂ):

= 2sin (a + B) cos (o — B) + sin (2a + 23).

Rogzitett (o + 3) mellett ez a cos a ismeretlenre masodfoku egyenlet. Ha taldlunk olyan (o + () értéket, amely

mellett (5)-nek cos 2P revan1éscos & kozti gyoke, megvan az ellenpélda. Nézziik meg a két oldal kiilonbségét

s helyére 1-et irunk, a jobb és bal oldal kiilonbsége

@
ezeken a helyeken. Ha cos

a+p

sin (2« + 28) + sin (a + 8) — 2sin 5

ha pedig cos a B—t irunk a helyére, a kiilonbség

2
2(sin (2a + 28) — sin (a + f)).

Ha o + 8 = 60°, ez utébbi éppen 0, ha pedig o + 8 > 60°, akkor negativ. Az els6 kiilonbség o + f = 60° mellett
pozitiv, ha tehat o + 8 kicsit tallépi a 60°-ot, a két kiilonbség ellenkezs elGjeld: az els pozitiv, a mésodik negativ.
(Konnyen lathato, hogy példaul a + 8 = 70° megfelel.)

A feladat allitasa tehat nem igaz.

Megjegyzés. Ha, (5)-be az a— 3 = 0 értéket helyettesitjiik, cos ot B—re harmadfoku egyenletet kapunk. A megoldok

tobbsége errdl latta be, hogy van gyoke. Ehhez az tn. Bolzano-tételt kellett hasznalniuk, mely szerint, ha egy zart
intervallumban folytonos fliggvény az intervallum elején pozitiv, a végén negativ, akkor valahol az intervallum belse-
jében 0-val egyenls. Nekiink ezt csak masodfoku fiiggvényre kellett felhasznalnunk, ami a fliggvény ismert menetébsl
(és a masodfoku egyenlet megoldoképletébol) kovetkezik.



