A feladatot mindjart az altalanos alakjaban oldjuk meg. Legyen tehat Ci, Ay, By az AB, BC, C A szakaszoknak
az a pontja, melyre

(].) ACl :ClB:BAl :A10:CB1 IBlA:plq.

Jeloljik a p/(p + q), ¢/(p + q) hanyadosokat A-val, p-vel. Mivel p, q egy-egy szakasz hossza, A, u pozitivak, és
Osszegiik 1. Legyen O tetsz6leges pont, és jeloljiik altaldban az O-bol valamely nagy bettivel jelolt pontba mutatd
vektort megfelels kis bettivel. Mivel az XY szakaszt p : ¢ ardnyban oszté Z pontra

z:x—|—/\)ﬁ:x+)\(y—x):ux+)\y,

(1) ekvivalens a

(2) c1 = pa+ Ab; a; = pub + Ac; b; = uc + Aa
egyenletekkel.

Szorozzuk meg (2)-ben az els6 egyenletet A-val, a masodikat u-vel:
(3) Aer + pay = a4+ (A2 4 13)b 4+ Auc = Au(a+b +¢) + (1 — 3 \u)b,

hiszen 1— 3\ = (A + p)® =3\ = A2 — Au+ 2. Az itt felléps (a+b+c) dsszeg (2) szerint egyenld (a; + by +¢1)-gyel,
és mindketts 0-val egyenld, ha O-nak Ay B;C; sulypontjat valasztjuk.
Azt kaptuk tehat, hogy b = kcg, ahol ¢ = Acy + pag, és k = 1/(1 — 3Au). Hasonléan kapjuk a, ¢ értékeit is, tehat

(4) a = Kao, b = kba, C = KCa,

ahol as, bQ, C2 aZ O-bol az AQ, BQ, CQ pontokba mutato vektorok, és AQ, BQ, CQ rendre a BlCl, OlAl, AlBl
szakaszoknak azon pontjai, amelyekre

(5) BlAQ . AQOl = ClBQ . BQAl = A102 . CQBl =q:p.

Az Ay, B, Cy pontok alapjan az Az, Ba, Co pontok megszerkeszthetsk, és ezekbdl (4) alapjan a keresett A, B, C
pontokat az Ay B1Cy haromszog stlypontjabol valo k = 1/(1 — 3Au) = (p+ ¢)*/(p> — pq + ¢°) arényt nagyitassal
kapjuk meg.

Mivel p? + ¢*> > pq, x mindig nagyobb 1-nél, ha p = 1, ¢ = 2, akkor £ = 3. Behelyettesitéssel meggydzédhetiink
rola, hogy a (4) alatti értékek kielégitik a (2) egyenleteket, ha

(6) az = A\b; + ey, bs = Acy + pas, c2 = Aaj + pbs.
Példaul (3)-hoz hasonldan
HC2 + )\ag = /\ual + ()\2 + /L2)b1 + /\ucl = )\,u(al + b1 + Cl) + (1 — 3)\[&)1)1,

és itt O valasztasa miatt a; +by +c¢1 = 0. igy e + Aa = k(ubs + Aag) = k(1 — 3\u)by = by, amint azt bizonyitani
akartuk.

Mivel az A, B, C pontok nincsenek egy egyenesen, az A;, By, C; pontok sem lehetnek egy egyenesen. Kiilonben
tetszoleges, nem egy egyenesen levé A;, By, C1 pontharmashoz mindig pontosan egy megoldast kapunk.

Megjegyzés. Centrélis nagyitas helyett egyszertibben fejezhets be a szerkesztés ugy, hogy az A;, By, C; pontokon
at rendre parhuzamosakat huzunk a ByCy, CoAs, As By egyenesekkel. Ennek az eljarasnak a helyességét azonban
nehezebb belatni. Sokféleképpen megoldhatéd a feladatunk, ha mar tudjuk, hogy van megfelel6 ABC haromszog. A
megoldok tobbsége azonban adds maradt annak megmutatésaval, hogy van ilyen haromszog, ami esetenként annak
bizonyitasat jelenti, hogy amit megszerkesztettek, az a keresett haromszog.



