I. megoldas. 1. A keresett haromszog AB, AC oldalegyenese szimmetrikus az adott f egyenesre, tehat P-nek
f-re vonatkozo P* tiikorképe rajta van az AC egyenesen. Ha P* nem azonos Q-val, a P*, () pontok meghatarozzak az
AC egyenest, ennek f-fel alkotott metszéspontja a haromszog A csicsa. A masik két csics megszerkesztése érdekében
meghatarozzuk a harom szogfelez6 O metszéspontjat (a haromszogbe irt kor kozéppontjat).

Az O pont a PQ egyenes A-val ellentétes oldalan van. Az AOP szog az ACO héaromszog kiils6 szoge, tehat
a v

1 AOP <= —+ =
(1) OP <« 5 t5
Hasonléan kapjuk, hogy

a B
2 A =—+=.
(2) 0Q « 5 T3

ahol a, f, v a keresett haromszog szogei. Ezek alapjan a keresett O pontbdl a PQ szakasz
POQ <= AOP <+ A0Q < =90° + 5

szOg alatt latszik. Mivel A helyzete és o értéke mar ismert, ez a szog is megszerkeszthetd, a megfelel 1atokoriv kimetszi
f-bol O-t, és a PO, QO egyenesek pedig az AQ, AP egyenesekbdl rendre kimetszik a C, B csucsokat.

2. A szerkesztés els6 lépése, A meghatarozasa végrehajthato, ha P* nem azonos Q-val, és P * () nem parhuzamos f-
fel. Az a = PAQ < nem lehet 180°, tehat akkor sem folytathatjuk a szerkesztést, ha P*Q L f-re. Ha ez nincs igy, akkor
« alapjan mindig megszerkeszthetjiik az O pontot. A konkrét szerkesztés torténhet példaul a kovetkezd lépésekben.
Jeloljiik PQ és f metszéspontjat F-fel, tegyiik be az APF haromszoget forditva az AF P szigletbe, kapjuk az A'P'F
haromszdget, hasonléan AFQ forditottja legyen A” FQ'. Hiazzunk parhuzamost P-n 4t A’ P’-vel, Q-n at A”Q’-vel, ezek
metszéspontja legyen K. A K koriili, P-n &tmend k kor PQ-nak A-val ellentétes oldalan levd ive a keresett 1atokor—iv.
k és f O metszéspontjabol tovabbmenve azonban csak akkor kapunk haromszoget, ha a PO, QO félegyenes metszi
rendre az AQ, AP félegyenest.

1. dbra

Ha a PP* félegyenest P koriil ugy forditjuk el, hogy a PP* egyenes A-t nem tartalmazé oldalara keriiljon, az
elforgatasbol kapott félegyenes egészen addig metszi az AP* félegyenest, amig parhuzamos nem lesz vele. Jeloljik
A-nak PP* felez6pontjara vonatkozo6 tiikorképét A;-gyel. Az AP A, P* négyszog rombusz, és a PO, AQ félegyenesek
akkor és csakis akkor metszik egymast, ha O az AA; szakaszon van. Legyen Q-nak f-re vonatkozo tiikorképe Q*, A-nak
QQ* felez6pontjara vonatkozo tiikbrképe pedig As. A fentiekhez hasonléan lathato be, hogy a QO és AP félegyenesek
akkor és csakis akkor metszik egymést, ha O az AA, szakaszon van.

Vizsgaljuk meg elGszor az AP < AQ esetet, vagyis azt, amikor P kozelebb van f-hez, mint Q. Ekkor AA; < AA,,
a hidnyzo csicsok szerkesztésének a feltétele tehat ebben az esetben az, hogy O az AA; szakaszon legyen. Nézziik meg,
rogzitett A, P, f mellett hol vehetjiik fel a Q-t, ha ennek a teljesiilését biztositani akarjuk.
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Emeljiink A;-ben merélegest f-re, messe ez AP*-ot Pi-ben. PA1 Py << = PAJA<+AA 1P < = 5—1— 90°, ha tehat Q
o
azonos Pj-gyel, akkor O azonos Aj-gyel. Ha QQ a P* Py szakasz belsejében van, akkor A;-bél a PQ) szakasz 5—}— 90°-nal
kisebb szog alatt latszik, tehat A; kiviil van k-n, és O az AA;-szakasz belsejében van. Ha viszont @ a P* P; félegyenes

Q@
Py en tuli pontja, akkor PA;1Q < > 5 + 90°, tehat O az AA; félegyenes Aj-en tuli pontja lesz. Jeloljik a P, Q
pontoknak f-t6l meért tavolsagat p-vel, g-val. Konnyen lathato, hogy @ akkor és csakis akkor van a P*P; szakasz



belsejében, ha q < 2p. Ez tehat a szerkesztés végrehajtasanak a feltétele, ha ¢ = p. Hasonléan kapjuk, hogy p = ¢
mellett a megfelels feltétel p < 2¢. Ha viszont p = ¢, akkor P*Q || f, tehat az eddig mondottakat osszefoglalva kapjuk,
hogy a szerkesztés elvégzésének feltétele:

1
(3) 3 <P< 2, p #q, PQ nem mer6leges f — re,
q

és természetesen f elvilasztja a P, () pontokat. Adott P, f mellett a megfelel6 @@ pontok mértani helyét a 2. abra
szemlélteti. (A vonalkazott siksav pontjai felelnek meg, kivéve koziiliik a vastagon rajzolt szakasz és egyenesek pontjait.)
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2. dbra

3. Megmutatjuk, hogy ha a szerkesztés végrehajthato, akkor helyes eredményre vezet. Valoban, a kapott ABC
haromszogben f szogfelezs, mert AB, AC szimmetrikus ra. O-bol a BC szakasz ugyanakkora szog alatt latszik, mint a
haromszogbe irhato kor Oy kézéppontjabol. Ez csak ugy lehet, ha O azonos O; gyel, hiszen ha f és BC' metszéspontjat
D-vel jeloljiik, a DO, szakasz pontjaibol a BC szakasz BO;C szognél nagyobb szog alatt latszik, a DO; félegyenes
O1-en tuali darabjanak a pontjaibol pedig BC a BO;,C szognél kisebb szog alatt 1atszik.

4. Meg kell még vizsgalnunk, hogy valéban csak akkor létezik megoldas, ha a szerkesztés végrehajthatd. Konnyen
lathato, hogy ez csak lényegében van igy, ha ugyanis Q azonos P*-gal, akkor végtelen sok megoldas van, a szerkesztés
mégsem hajthato végre a fentiek szerint. Ebben az esetben A az f egyenes tetsz6leges, F-t6l kiilonb6z6 pontja lehet, és
az A pont felvétele utén a szerkesztés tovabbi lépései éppugy végrehajthatok, mint a tobbi esetben. Ezzel a kiegészitéssel
mar pontosan igaz az allitdsunk, vagyis az, hogy ha az ABC haromszogben AB # AC, akkor mindig teljesiil (3). Ekkor
ugyanis P* és @ kiilonbozdek, és mivel mindketté az AC egyenesen van, és ez sem nem parhuzamos f-fel, sem nem

1
mer6leges r4, mar csak azt kell belatnunk, hogy 3 < b < 2. Ez viszont — mint lattuk - ekvivalens azzal, hogy a PO,

AQ), valamint a QO, AP szakaszok metszik egymést, ami nyilvan teljesiil minden haromszdgben.

II. megoldas (vazlat). Szerkessziik meg az A csicsot ugyanigy, mint az I. megoldasban. Mivel P egyenls tavolsagra
van a BC, AC egyenesektsl, BC érinti a P kozéppontu, AC-t érint6 p kort. Ugyancsak érinti BC a Q) kbézépponti,
AB-t érint6 g kort. Ez a két kor szerkeszthets, a BC' egyenes tehat a p, g korok kozos érintGjeként megszerkeszthetd.

Megjegyzések. 1. Jeloljiik a haromszog A-beli kiils6 szogfelez6jét g-vel, g és BC metszéspontjat R-rel (tegyiikk most
fel, hogy AB # AC). Belathato, hogy R rajta van a PQ egyenesen, tehat A megszerkesztése utdn R is kénnyen
megkaphato. Igy viszont mar ismerjiik a BC egyenes egyik pontjat, a II. megoldasban elég volna tehat a p, ¢ korok
egyikét megrajzolni, és ahhoz rajzolni R-bél érintét.

2. Szimmetria és egyéb meggondolasaink a bels6 felezé helyén kiilsé szogfelezére is érvényesek. Igy bizonyos P,
Q, f helyzetekben, amikor megallapitasunk szerint ,nincs megoldasa” a feladatnak, olyan ABC' haromszog adddik,
amelyben f az A-nél levé kiils6 szogeket felezi, PO és QO egyike szintén kiils szogfelezs és O atveszi a haromszoghoz
hozzairt (azaz kiils6 érint6) korok valamelyike kozéppontjanak a szerepét.

3. Ha az olvaso 0sszehasonlitja az I. megoldést a II. megoldassal, vagy a sajat megoldasaval, csodalkozva kérdezheti,
miért olyan hosszi az I. megoldéas. Sokszor elmondtuk mér, a teljes megoldashoz — szerkesztés esetében — nem elég a
szerkesztés lépéseit sorra elmondani, azt is meg kell vizsgalni, mindig végrehajthato-e a mondott szerkesztés, mindig
helyes eredményre vezet-e, és ha igen, hany megoldast kapunk. Ezeket a részeket azonban mi magunk se vessziik mindig
ilyen részletesen sorra, mint ezt az I. megoldasban tettiik. Nem tehetjiik, mert — nincs ré4 helyiink. Ha mar érezhet&en
sokat vagyunk kénytelenek elhagyni a teljes megoldésbol, erre altalaban felhivjuk az olvasé figyelmét. De ez csak az
egyik oka a megoldasok valtozé hosszanak. Nem mindig juthatunk vissza ugyanis a diszkussziéban — a lehetséges
esetek kiilonvéalasztasaban — a kiindulasi adatokig. Van, hogy csak annyit mondhatunk, hogy ha bizonyos metszéspont
valahol a szerkesztési lépések elvégzése soran létrejon, akkor van megoldas, vagy hogy annyi megoldas van, ahany
metszéspontot kapunk. Az is el6fordulhat, hogy az eredményt még kiilon ellenérizni kell, és altaldban nem mondhatunk



mést, mint hogy a szerkesztés helyes eredményre vezet — ha a kapott eredményre teljesiilnek bizonyos feltételek.
Elmondhatjuk tehat, hogy a teljes megoldas részei csak pontatlanul koérvonalazhatok. Mit javasolhatunk meégis a
pontverseny résztvevéinek? Torekedjenek a teljességre. Ne elégedjenek meg a megoldés alapdtletének megtaldlasaval.
A dolgozat kiértékelésekor mi altalaban nem azt vizsgaljuk, elérnek-e azok bizonyos eleve adott szinvonalat, hanem
azt, kik jutottak legtovabb a kérdés vizsgalataban.



