I. megoldas. 1. Hazzunk parhuzamost P-n at a C'A befogoval és jeloljiik a parhuzamosnak CB-vel vald met-
széspontjat @-val, és a P-n 4 CB-vel parhuzamosan hazott egyenes CA-val valo metszéspontjat R-rel (1. abra).
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1. dbra

A kapott APR és PB(Q haromszogek mindegyike hasonl6 az ABC haromszoghoz, ezért

P—A = B—A illet6leg —— = ——, tehat
PR~ BC’ & or oA

PA-BC =PR-BA, ill. PB-CA=QP-AB.

PB  AB

Ezek behelyettesitésével az alltas bal oldala igy alakul :
PR?*. BA? 4+ QP?- AB? = (PR* + PQ*)AB*.

Amde szerkesztésiink folytan a PQC R négyszog téglalap, igy a zarojelben a QR? = PC? all, és ezt beirva atalakitasunk
eredménye PC? - AB? = (PC - AB)? .Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

2. A bizonyitasban a P pontnak az AB egyenesen elfoglalt helyzetérél nem hasznéltunk fel semmit, csupén azt,
hogy az APR és a PBQ haromszogek, valamint a PQCR téglalap mindegyike létrejott. Eszerint bizonyitasunk zard
kovetkeztetése csak akkor nem érvényes, ha P egybeesik A-val vagy B-vel. Maga az allitas azonban ekkor is érvényes,
de semmitmondé. Pl. ha P egybeesik A-val, akkor PA = 0, PB = AB és PC = AC, és mindkeét oldalon (AB - CA)?
all.

Az allitas tehat érvényes akkor is, ha P az AB tetsz6leges pontja.

Ziché David (Tatabanya, Arpad Gimn., IL. o. t.)

II. megoldas. Tegyiik fel elGszor, hogy P azonos a C' pont AB-n levé D vetiiletével. Ekkor a szokasos AB = c,
AD = q, BD = p jelolésekkel, és az AC? = qc, BC? = pe, CD? = pq sszefiiggeések alapjan feladatunk allitasa a

q’pc + p*qc = pyc®

osszefiiggest jelenti, ami valoban igaz, mert a bal oldal pgc(p + q) = pgc?.
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2. dbra

Ha P a DB félegyenes tetsz6leges pontja (2. abra), akkor a DP = x jeloléssel, a méar hasznalt Osszefliggeések és
PC? = CD? + DP? = pq + 22 szerint (1) a kovetkezs alak :

(g+2)* - pe+ (p—2)* - qe = (pg + 2*)c*.
Ebbél a miveletek elvégzése és rendezés utén a
(¢°pe +p°qe — pgc?) = 2*(c* — pe — qc)

Osszefiiggést kapjuk, ami valéban igaz minden z-re, hiszen a bal oldalon a mar bizonyitott P = D esetre vonatkozd
allitas szerint 0 all, a jobb oldal értéke pedig ¢ = p + ¢ miatt 0.



Hasonloan bizonyithato (1), ha P a DA félegyenes tetszGleges pontja, tehat (1) az AB egyenes tetszSleges P
pontjara érvényes.

Megjegyzés. Adjuk hozzéa (1) két oldalahoz a
PA-PB(BC? 4+ CA?) = PA-PB-AB?
egyenlGséget. Rendezés utan a
(PA+ PB)PA-BC? + (PA+ PB)PB-CA? = (PC? + PA- PB)AB?
Osszefiiggést kapjuk. Itt PA + PB = AB miatt egyszertsithetiink AB-vel, és a
PA-BC? + PB-CA? = (PC? + PA-PB)AB

Osszefiiggeést kapjuk. Ez tetsz6leges ABC haromszogre érvényes, ha P az AB szakasz bels6 pontja (Stewart tétele).



