I. megoldas. Legyenek a korok ki, ko, kdzéppontjaik rendre O1, O2, sugaraik r1, ro, ahol 71 > ry, és 0102 = ¢
(1. &bra).

1. dbra

Nyilvanvaloéan ¢ > r1 + ro, tehat A-val a tengely és k1 els6 metszéspontjat jelolve B is ki-en van. Legyen E és G
is a ki-en levs pontja a ko6zos érintének, tovabba Os vetiilete O1 F-n P, O1G-n Q.

01 és Oy az EF kiils6 kozos érintének ugyanazon a partjan van, ezért O1 02 F E konvex derékszogi trapéz, magas-
saga EF, igy r1 > 1o esetén az O102P derékszogl haromszogbsl

EF?=P0O3=c*—(r1 —ro)? =[c— (r1 —ro)][(c+71) —1ro] =
= (C— T1 +T2)(A02 - COQ) = (02B + OQD) . AC = AC -BD.

Ha pedig r1 = rg, akkor nyilvanvaléan EF = 010, = AC = BD, a talalt ¢sszefiiggés ekkor is helyes.
A GH belsé kozos érintének viszont két kiillonbozs partjan van O és Os, ezért 0102 H G hurkolt derékszogi trapéz,
és az 0102Q) derékszogi haromszoghdl

GH*=Q035=c*-01Q* =c* — (r1 +m2)* =
=(c+r+r2)(c—r1—1re2) =AD - BC.

Ezek szerint EF is, GH is két olyan szakasz mértani kozéparanyosa a szimmetriatengelyen keletkezett szakaszok
koziil, melyek egyik végpontja ki-en, a mésik pedig kz-n van. Pontosabban: EF esetében a két szakasz végpontjai
az egyez6 iranyu O1 A, OoC sugarpar és az O1B, OoD sugarpar végpontjai — amint O1E és OoF is parhuzamos és
egyiranyu sugarak —, viszont GH esetében a két szakasz végpontjait az ellentétes iranyi O1 A és OoD valamint O1 B
és OC sugarpar végpontjai adjik, — amint O1G és Oz H is parhuzamosak és ellentétes iranytak.

Csathd Csaba (Esztergom, Bottyan J. Szakkozépiskola, I. o. t.)

Megjegyzés. Mondhatjuk azt is, hogy 1 # 72 esetében a korhoz kiilsé pontbol huzott érintészakasz és szelészakaszok
kozti bsszeﬁiggés alkalmaztuk, az elsé esetben az O; koriili O1 P = r; — ro (> 0) sugart k] segédkorre (amelyet a
kozos kiils§ érint6 megszerkesztésében szokds hasznélni) és az O pontra, a masodik esetben pedig az O; koriili
0O1Q = r1 + 19 sugart ki’ segédkorre (amelyet a k6z0s belss érint6 szerkesztésében szokas hasznélni) és az O pontra.
Az abra jeloléseivel EF? = Oy P? = 03P, - 03P, = CA- DB, GH? = 0,Q% = 05Q. - 0:Q4 = DA - CB, ugyanis C A
az. Oo P, szakasznak O-C' vektorral valo eltolas utjan keletkezett s. i. t.

II. megoldas Felhasznaljuk a kovetkezd, arany-lancokra vonatkozd Osszefiiggést: ha

(1) a1 :b1 =ag by =az:b3=ay: by,
akkor
(2) (a3 — al) . (b3 — bl) = (a4 — ag) : (b4 — bg)

Valéban, (2) akkor és csakis akkor igaz, ha

(b3 — b1)(as — az) = (ag — a1)(bs — b2),

azaz
bzas — bzaz — bias + braz = azby — azbs — a1by + a1bo,
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240. feladat. Az érintGszakasz a szel6darabok mértani kdzepe.



és itt a jobb és a bal oldalon allo tagok (1) miatt rendre egyenlSk egymassal. Hasonloan lathaté be, hogy (1)-bél
kovetkezik az

(a3 + CLl) . (bg + bl) = (a4 + CLQ) . (b4 + b2)

Osszefiligges is.

a) Feltehetjiik, hogy FF metszi a AB-t, hiszen kiilonben EF = AC = BD = vV AC - BD miatt feladatunk allitasa
nyilvanvalé. Jeldljiik ezt a metszéspontot M-mel és a koroket ismét ki-gyel, illetve ko-vel, kozéppontjaikat O;-gyel,
Os-vel (2. abra).
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2. dabra

Ismeretes, hogy az M AE, M EB haromszogek hasonloak, hiszen megfelels szogeik egyenlGek. Mivel az a centralis
hasonlésag, mely E-t F-be viszi, az F-n &tmends, FF-re merGleges egyenest F-en a&tmens EF'-re merGleges egyenesbe,
O1-et Oz-be ki-et ko-be, A-t C-be, B-t D-be viszi at, azért az M AE héaromszog az M CF héromszoghtz, az M EB
haromszog az M F D haromszoghtz hasonld, amibsl M AE és M EB hasonlosaga alapjan kovetkezik, hogy ez a négy
haromszog hasonl6 egymashoz, és

MA:ME=ME: MB=MC:MF=MF:MD
Ebbdl az el6rebocsatott Osszefiiggés alapjan kovetkezik, hogy
(MC —MA): (MF —ME)=(MF—-ME):(MD - MB)
vagyis EF? = AC - BD.
b) Jeloljik GH és AB metszéspontjat N-nel (mivel G és H az AB tengely kiilonboz6 oldalan van, N mindig létezik.

Az NAG és NGB haromszogek hasonloak, és az az N-centrumia hasonlosig, amely G-t H-ba viszi, A-t D-be és B-t
C-be viszi. Emiatt az NAG, NGB, NDH, N HC haromszogek hasonloak és

NA:NG=NG:NB=ND:NH=NH:NC
Ebbél az elérebocsatott 0sszefiiggés alapjan
(ND+ NA): (NH+ NG)=(NH+ NG) : (NC + NB),

vagyis GH? = AD - BC.



