I. megoldas. a) Az oldalak és atlok parhuzamos parokba allitasa egyértelmd, mert az ABCDE 6tszogben pl. az
AB oldallal csak a CE 4tl6 lehet parhuzamos, hiszen a t6bbi 4 atlo kettesével A-bol és B-bdl indul ki (1. abra).
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Elég lesz bizonyitani, hogy AD : BC = AC : ED, vagyis hogy két ugyanazon cstcsbol kiinduld atlo és a veliik
parhuzamos oldalak kozti ardny egyenlS. Ugyanis 6tszogiinknek egyik oldala sincs valamely tulajdonsaggal megkiilon-
boéztetve a tobbiektdl, igy az adando6 bizonyitasban a bettik ciklikusan folcserélhetsk. A, B, C, D, E helyére rendre C,
D, E, A, B-t irva eredményiinkb6l CA : DE = CE : BA adodik, amit az el6bbivel egybevetve AD : BC' = CE : BA,
vagyis a kérdéses aranyok akkor is egyenl6k, ha kozos csiccesal nem bird két 4tlot osztunk a veliikk parhuzamos oldallal.
Eszerint az arany értéke mind az 6t parhuzamos szakaszparra nézve ugyanaz lesz.

Marmost a BE atlonak AC-vel és AD-vel valé metszéspontjat F-fel, ill. G-vel jelolve, a keletkezett paralelogram-
mékban BC = GD, ill. FC = ED, ennélfogva a parhuzamos szelGk tételét az C AD szog szaraira alkalmazva
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amit bizonyitani akartunk.
b) Az 6t ardny kozos x értékére a BF és EFC haromszogek hasonlosaga alapjan teljestil
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hiszen a konvexség folytan I’ bels6 pontja az Otszognek, ezért x = D > 1, masrészt (1) méasik gyoke negativ. Ezzel

a megoldast befejeztiik.

II. megoldas. Hosszabbitsuk meg mindegyik oldalt a vele nem szomszédos két oldalegyenessel valé metszésig, és
legyen a metszéspontok jele A', B', C', D', E’ ugy, hogy — a foltevés alapjan — az ACA'D, BDB'E, CEC'A, DAD'B
és EBE'C négyszogek paralelogrammak. Igy mindegyik oldalegyenes két 1j pontja egymas tiikros parja az illet oldal
felez6pontjara nézve, pl. C’ és E’ az AB oldal felez6pontjéra, hiszen C' A#EC#BE' (2. &bra).

El

A(C*)

D*




Ezek alapjan az AB oldal és a vele parhuzamos 4tlo CE : AB = x aranyat egymas utédni parhuzamos vetitésekkel
és tiikrozésekkel atvihetjilk az AB egyenes mas két szakaszanak aranyéba:
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eszerint CE? = AB(AB + CE), z-re pedig ismét a fenti (1) adodik.

Eredményiinket az 6tszognek kizarolag a foltevés szerinti tulajdonsagabol kaptuk — s6t a parhuzamossagok koziil
csak 4-et hasznaltunk fel (a CD és BE kozottit nem, hiszen nem szerepelt B, sem E’) — tehat az ardny barmely ilyen
Otszogben barmelyik 4tl6 és a vele parhuzamos oldal kozott ugyanekkora értékd.

II1. megoldas. Tovabb hasznéljuk a II. megoldasban bevezetett jeloléseket. Nagyitsuk ki az ABCDFE Gtszoget a
D’ centrumbol tgy, hogy az A cstcs képe E legyen, és jeloljiik az @ csticsokat rendre A*-gal, B*-gal, C*-gal, D*-gal
és E*-gal. E jelolés szerint A* azonos E-vel. Az AB egyenes képe az A*-on atmend, AB-vel parhuzamos egyenes,
vagyis EC; mésrészt B* rajta van a D'B egyenesen, tehat B* azonos C-vel. Az AC egyenes képe az A*-on atmend,
AC-vel parhuzamos egyenes, vagyis ED; és mivel C* rajta van a D'C egyenesen, C* azonos A’-vel. Hasonléan kapjuk,
hogy E* azonos B’-vel, abbdl pedig, hogy D az E-n, illetve C-n dtmend, AC-vel, illetve BE-vel parhuzamos egyenes
metszéspontja, kovetkezik, hogy D* a B’, D, A’ pontokat paralelogrammava kiegészité pont (2. dbra).

Az A*B*C* D* E* 6tszdg A* B* oldala azonos az eredeti 6tszog EC atlojaval. Mivel ADA’C paralelogramma, B*C*
egyenls az AD atloval, és hasonloéan kapjuk, hogy A*E* egyenls BD-vel. Végiil C* D*, illetve D* E* egyenls DB’-vel,
illetve D A’-vel, ezek pedig egyenlSek a BE, illetve AC atlokkal. Az ABCDE 6tszodg centralis hasonlosdgabol szarmazo
képének az oldalai tehat rendre egyenléek az eredeti 6tszog veliik parhuzamos atloival. Emiatt az eredeti 6tszog barmely
oldalanak és a vele parhuzamos 4tlojanak az aranya egyenls az ABCDE, A* B*C* D* E* 6tszogek megfelels oldalainak
az ardnyéaval, ami minden oldalra ugyanaz az érték, hiszen nem més, mint az alkalmazott nagyitas aranya.

Ratériink ennek az ardanynak a meghatarozasara. Az el6bb mondottakbol kovetkezik, hogy példaul

CD:BE =C*D*: B'E",

ahol C*D* egyenlé BE-vel, B*E* pedig azonos CB’-vel, tehat egyenlé C'D-nek és a DB’-vel egyenlé BE-nek Ossze-
gével:
CD:BE = BE: (CD + BE).
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Ebbél az z = rols) hanyadosra az (1)-gyel azonos
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maésodfoki egyenletet kapjuk, melynek pozitiv gyoke x = 5

IV. megoldas. Legyen Sy az ABCDE 6tszog sikjat az AB egyenesben metszé tetszéleges sik, A’B'C'D'E’ pedig
Sa-ben egy olyan szabalyos 6tszog, melynek A’, illetve B’ csticsa azonos A-val, illetve B-vel. Hzzunk parhuzamost
C-n és E-n 4t a DD’ egyenessel, és jeloljiikk ezek So-vel alkotott metszéspontjait C*-gal, illetve E*-gal. Azt fogjuk
megmutatni, hogy C* azonos C’-vel, E* pedig E’-vel (3. abra).




Mivel EC || AB, az EE*, CC* egyenesek altal meghatarozott sik parhuzamos AB-vel, és ugyancsak parhuzamos
AB-vel ennek a siknak az Ss-vel alkotott E*C™ metszésvonala is.

Hasonloan kapjuk AE és BD, illetve BC és AD parhuzamossagabol, hogy AE* | BD', illetve BC* || AD', tehat E*
az AE', C* pedig a BC’ egyenesen van. Mivel az ABD’ haromszog egyenld szari, az AB egyenes t felez6 merdlegesére
tiikkrozve a haromszog énmagaba megy at, ez a tiikrozés az AB-vel parhuzamos C*E* egyenest is énmagaba viszi at,
a BC* egyenes képe pedig az AE* egyenes. Ezek szerint C* képe E*, és t az ABC* D' E* 6tszig szimmetriatengelye.
A fentiekhez hasonléan CD és BE parhuzamossiga maga utdn vonja C*D’ és BE* parhuzamossagat, ebbdl pedig
kovetkezik (anélkiil, hogy a DE és AC péarhuzamossagara vonatkozo feltételt hasznalnank), hogy D'E* és AC™ is
parhuzamosak.

Ha a C*, E* pontokat tigy mozgatjuk a BC', AE' félegyeneseken, hogy kozben C* E* parhuzamos AB-vel, akkor
B-tdl, illetve A-tol tavolodva a D' AC* szdg monoton csokken, az AD'E* szdg monoton nd, tehat ez a két szog a C*E
egyenesnek csak egyetlen helyzeténél lehet egyenls. Ez be is kovetkezik, ha C* azonos C’'-vel, E* pedig E’-vel, tehat
ekkor és csakis ekkor lehet AC™* parhuzamos E*D’-vel, elérebocséatott allitasunkat ezzel bebizonyitottuk.

Igaz a parhuzamos szel6k tételének a kovetkezs altalanositasa (melynek bizonyitasat az olvasora hagyjuk). Ha PQ
és RS parhuzamos szakaszok az S; sikban, és a végpontjaikon at Se-t metszs, egyméssal parhuzamos egyeneseket
fektetiink, melyek So-t rendre a P, Q’, R', S’ pontokban metszik, akkor PQ : RS = P'Q’ : R'S’. Emiatt az ABCDE
Otszdg oldalainak a veliik parhuzamos atloival alkotott ardanya egyenls az ABC’D'E’ 6tszog megfelels szakaszainak az
aranyaval, ami (V5 + 1) : 2.

Megjegyzések. 1. A IV. megoldas modszerével kdnnyen bizonyithato, hogy ha A, B, D a sik tetszéleges pontjai
(melyek nincsenek egy egyenesen), akkor mindig talalhato egy és csakis egy C, E pontpar a sikon ugy, hogy az
ABCDE otszogre teljesiiljenek a feladat feltételei. Azt is lattuk a II. és a IV. megoldasban, hogy elegends 4 4tlo-oldal-
péar parhuzamossagat feltenni, ebbdl mér kovetkezik az 6todik par ardnyanak egyezése és parhuzamos volta.

2. A II. és a III. megoldasban azt kaptuk, hogy a vizsgélt Gtszogek oldal : 4tl6 aranya egyenld az atlo: (oldal+-4atlo)
aranyaval. Azt mondjuk, hogy ha egy kisebb és egy nagyobb szakasz aranya egyenlé a nagyobbik és az Osszegiik
aranyaval, akkor a két szakasz ardnya ,folytonos arany.” (Az elnevezést az indokolja, hogy — amint az kdnnyen lathato
— a mondott tulajdonsag 6roklédik a hosszabbik szakaszbol és a két szakasz Osszegébdl allo parra.) Adott szakasz
folytonos ardnyu részekre valoé osztésat pedig ,arany metszésnek” nevezziik. Ez a tulajdonsag konnyen ellenérizhets a
megoldasunkban kapott (v/5 4 1), 2 szakaszhosszakra, és megoldasainkban azt is lattuk, hogy a (V5 + 1) : 2 arény az
egyetlen folytonos arany.

3. A IV. megoldasban alkalmazott parhuzamos vetitést affinitdsnak nevezik. Lattuk, hogy a vizsgalt Stszogek
mindig elGallithatok egy szabalyos Otszog affin képeként, ezért ezeket az Gtszogeket ,affin szabélyos Otszognek” is
szoktak nevezni.



