a) Legyen F) tiikorképe e-re F| (1. &bra), igy e az I\ F| szakasz felez6 merclegese, és a sik barmely olyan P
pontjara, amely e-nek az Fj-et tartalmazo partjan van, PF] > PFy, a tobbiekre PF| < PF}.

1. dbra

Legyen F; meréleges vetiilete e-n, ill. az Fy M F szog m szogfelez6jéen V' ill. V. A szigtelezés és a tiikrozés miatt

FIMFya=FMV'a+ V' MF<+ FMV"<+V"MFya =
=2V MF,<+ FIMV"<) = 2V MV" < = 180°,

tehat F| az Fo M egyenes M-en tili meghosszabbitdsan van, tovabba
FllFQ = FllM—f' MF2 = F1M+MF2 = S.

Megallapitasaink akkor is helyesek, ha M éppen rajta van az F) Fy egyenesen (az Fy M Fy haromszog elfajul egyenes-
szakassza). Ekkor s > F;F» miatt M csak ugy helyezkedhetik el, hogy t6le F; és Fy ugyanabban az irdnyban van,
FiMFy< = 0°, felezGjeként az M Fy félegyenes tekintendd, igy e | Fy Fy. Ezért F| az MF; egyenesen adodik, és M
elvalasztja Fi-t F»-t6l, ezért F| Fy dsszeadassal adodik Fy M-b6l és M Fy-bol.

Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy van a mozgd pontnak egy az M-t6l kiilonb6z6 M™ helyzete az e-n vagy
ennek Fj-et nem tartalmazé partjan. Ekkor

(1) F{M* < FyM*, és mégis FiM* + M*F, = s, tehat
s"=F{M*+MF, <s.

Masrészt az M*, F|, Fy pontokra a haromszogegyenlStlenség és a fentiek alapjan (gondolva szakassza fajult hdromszog
lehetdségére is):
s =FM*"+ M*F, > F{F, =s, vagyis s">s.
E két megallapitésbol s* = s = F|F,, ami szerint egyrészt (1)-ben egyenldség all, tehat M* rajta van e-n, masrészt
rajta van az F| Fy szakaszon is, tehét azonos e szakasz és az e egyenes egyetlen kozos pontjéval, M-mel. Ellentmondasba
jutottunk feltevésiinkkel, eszerint a kérdéses M™ palyapont nem létezik. Ezt kellett bizonyitanunk.

2. dbra

b) Gi-nek g-re valo G tiikorképe az NG» félegyenesen van (2. adbra), és a feltevés miatt NG|} = NG; = NG5 —d,
ezért G| Gy = d. Tegyiik fel, hogy pontunk palydjanak egy az N-t6l kiilonbdzs N* pontja nincs benne a g-vel kettévagott
siknak G1-et tartalmazoé félsikjaban, vagyis hogy

(2) N*G} < N*G; ésmégis N*Gy — N*Gy =d,

— ugyanis g a G1G szakasz felez6 merdlegese. Ezek alapjan d* = N*Gy— —N*G] > d, viszont az N*, G}, G
pontharmasra alkalmazva a haromszog-egyenlétlenséget

d* = N*Gy — N*G}, < G4Go = d,



vagyis csak d* = d lehetséges. Emiatt egyrészt (2)-ben egyenldség all, N* csak g pontja lehet, mésrészt N*, G, Ga
nem alkotnak valodi haromszoget, N* a G| G2 egyenesen van, tehat N* — feltevésiinkkel ellentétben — azonos N-nel,
mint g és a GG egyenes egyetlen kozds pontjaval. Eszerint nincs pontunk palyajanak tovabbi pontja sem g-n, sem
annak G1-et nem tartalmazo partjan. Az allitast bebizonyitottuk.
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Megjegyzés. Tobben észrevették, hogy M pontunk palyaja ellipszis, melynek fokuszai Fy, Fs, és nagy tengelyének
hossza s, masrészt hogy N palyija egyik dga annak a hiperbolanak, melynek fokuszai G, Ga, és f6tengelyének hossza

d.



