I. megoldas. 1. Az els cseremod esetében a tobbszor elforduld betiikkel nyilvanvaloan akkor végziink kevesebb
cserét, ha egymas kozti sorrendjiiket valtozatlanul hagyjuk, vagyis pl. a régi szoveg elsé E E; betdjét az 0j szoveg
els6 E-jébe, a TAKAREK sz6bol a PENZT szoba vissziikk — ennélfogva a PENZTAR sz6 Eo-jét a KERI szoba —,
igy ugyanis elkeriiljik E, és Eo folosleges cseréjét. Eszerint minden egyes betd @ helyzete egyértelmtien meg van
hatarozva. A tablazaton a betik elmozdulasait egy-egy nyil szemlélteti, a helyben marado6 betiket pedig (pl. P) x
jeloli. Minden beti legalabb annyi cserében vesz részt, ahanyszor a hozza tartozé nyil tmetsz egy-egy bettikozt jelols
fiiggsleges vonalat. Az atlépések Osszes szamét ilyen vonalanként csoportositva is megéllapithatjuk, evégett irtuk be
mindegyikre lent az egy irdnyban atmetszé nyilak szaméat, pl. az 5. és 6. hely kozti vonalra 5-6t (ez a szam mindkét
irdnyban nyilvanval6an ugyanaz). E szamok Gsszege 63.
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Ennyi csere akkor lenne elegendd, ha miden cserében mindkét betd a véghelyzete felé mozdulna el, mint pl. az
eredeti sorrendben [ és Ty cseréjében. Egyes cserék azonban csak az egyik betiit viszik véghelyzete felé. Pl. M és F;
az atrendezés folyaméan valamikor egyszer cserélnek, mert M-nek meg kell eléznie a szintén jobb felé tolodo Ei-et,
emiatt Fp utja egy balra és egy jobbra lépéssel boviil (a cserék egymasuténja szerint vagy valamelyik bettikoz folott
3-szor cserél, vagy az 1. és 2. hely kozott 2-szer), és a cserék szama 1-gyel né. Hasonloan az x jeld betiiknek is kell
cserélniiik a helyiikon athaladé bettik miatt, pl. Rs helyén athalad I és T3, az elGszor val6é dthaladas egy 4j nyilat hoz
léetre R3 részére.

G-t és Y-t jobbra haladasukban 2-2 betd el6zi: M és E; (szemléletesen mondva azért, mert az utobbiak nyila lefedi
amazokét és a nyilak irdnya megegyezs), ezt jeloltiik a G és Y nyila kezd6pontjahoz irt 2-essel. Ugyanigy R;-et is 2
beti el6zi bal felé, az By, K1, Ao, El, K5 és Es bettiket pedig 1-1, ezért az el6zések miatti tobblet-cserék szama 12.
Az x-jeli betiikon athalado 3, 3, 3, ill. 1 bettipar miatt pedig 10-zel né a cserék szama (3, ill. 1 valamelyik iranya nyil
fedi le e négy betd 0-hosszusagu nyilat). Mindezt egybevetve a sziikséges cserék szama 63 + 12 + 10 = 85.

Az atrendezés végrehajtasaban csak olyan cserét végezziink, mely legalabb az egyik cserélt betiit elsirt uj helye
felé mozditja el.

II. A masodik atrendezési mod esetében nyilvanvaléan célszertibb, ha Eo-t és To-t is a helyiikon hagyjuk (hiszen
megfelels helyen allnak) és E;-et vissziik Ry helyére, Tz-at G helyére (lasd a tablazat also sorat), igy 16 betiit kell
megengedett cserékkel el6irt helyiikre juttatnunk.

Most is van mindkét cserélt beti részére elényos csere: Ay és Fy, valamint Ry és Es kozott, de minden maés csere
legfeljebb az egyik bettit viszi céljaba, pl. G az I helyére torekszik, I-nek azonban nem G helyére kell jutnia. Mégis
célszerd a G, I csere, mert utana az I, T3 csere mar mindkét betiit helyére juttatja; igy G, I, T3 ciklikusan (kérben)
egyméas helyére léptek 2 paros cserében. Hasonléan rendezhetd a szintén 3-tagi K, E1, Ry és a 6-taga M, Ao, Ko,
A, Y, Ty ciklus, az utébbi 5 megengedett cserével, pl. M egymas utan atadja mindenkori helyét a Ty, Y, A7, Ky, Ay
bettinek, végiil az 6t6dik cserében maga is az elSirt helyre jut (ezért kisebb 1-gyel a cserék szama a ciklus tagjainak
szadméanal).

Igy az atrendezést (az elsének emlitett két cserét is ciklusnak tekintve 2-2 taggal) 5 ciklusban 1+1+2+2+5= 11
cserével hajtottuk végre.

Megjegyzés. Megmutatjuk, hogy a II. csere-moéd esetében 11-nél kevesebb cserével nem érhetiink célt. Tamaszkodunk
arra, hogy az atrendezés terveként 22 bettinkbgl tobb-kevesebb betiibél 4ll6 ciklusokat irtunk fel, minden betd utan
azt a masik betlt frva, amelynek helyére ezt vinniink kell, és minden ciklust az utan a bet( utan lezarva, amelyet a
ciklus els6 bettje helyére kell vinniink. Minden méar az el&irt helyén allé betiit is egy-elemt ciklusnak tekintiink. Ekkor
a cél: minél kevesebb cserével 22 ciklust létrehozni. (Ahogyan az (A4, E1) két-elemd ciklusban a csere az (Ay), (E1)
egy-elemt ciklusokat hozta létre.)



Nézziik, milyen valtozast okoz két tetszés szerinti betd cseréje a ciklusok szadmaban. Vagy két ciklus egy-egy elemét
cseréljiik fel, vagy egy ciklus két elemét. Mivel egy ciklus felirasat barmelyik elemén kezdhetjiik, feltehetjiik az els6
esetben, hogy egy (a1, ..., ar) ciklus utolso, ay betijét cseréltiik fel egy (b1, ..., by,) ciklus els6, by betdjével (k is, m
is lehet 1). Ezzel a két ciklust eggyé alakitottuk, a masodik ciklust a maga egészében beiktattuk az els ciklus utolsd
két eleme kozé, ha k > 1, illetéleg k = 1 esetén ahhoz hozzacsatoltuk. Valdéban, azon a helyen, ahova ay_1-et vinniink

kell, most by &ll, viszont a, mostani helyére b,,-et kell juttatnunk, az 6j ciklus: (a1, ..., ag—1, b1, ba, ..., b, ax). Ez
k =1 esetén is érvényes, meggondolva, hogy ekkor az aj el6tti elem 6nmaga.
Ha viszont ugyanazon ciklus két bettdjét cseréljiik fel, pl. az (a1, as, ..., a) ciklusban ai-et aj-vel (j > 1), e csere

utan a betik 2 ciklust alkotnak a;-t6l a;_1-ig és a;-t6l ai-ig, mert ahova a;_1-et vinniink kell, ott most a; all, és ahova
ar-t kell vinniink, ott a; (j = 2 és j = k esetén két szomszédos elemet cseréliink fel, a hatrabb allott elem a részére
el6irt helyre jut).
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Ezek szerint egy csere vagy 1-gyel csokkenti, vagy 1-gyel noveli a ciklusok szamat. A 11 ciklusbol (6 helyben marado
betd és 5 t6bb elemi ciklus) 11-nél kevesebb cserével nem lehet 22 ciklust alakitani. Az atrendezés megvalositasahoz
barmely olyan csere megfelels, amelyben a cserélt betiik — a rendezés pillanatnyi helyzetében — ugyanegy ciklushoz
tartoznak.

II. megoldas a feladat I. részéhez. A betiiknek az I. megoldasban megallapitott Gj sorrendbe allitasat gy is
kimondhatjuk, hogy az egymas utani helyekre rendre az els6 sorrend kovetkezs sorszamu helyén 4ll6 betit kell vinni
szomszédos cserékkel:

(1) 7,8, 18, 19, 11; 3, 4, 2, 20, 1; 5, 9, 10, 14, 12; 16, 17, 22,13, 15; 21, 6.

A cserék szamanak alabbi megéallapitasiban minden cserét csak az egyik bettjéhez tartozonak tekintiink, éspedig
ahhoz, amelyiknek az eredeti sorrendben nagyobb volt a sorszdma. Eszerint az els6 helyre viend6 T-nek valamikor
cserélnie kell az eredeti sorrendben elGtte allo6 7— 1 = 6 betd mindegyikével; a 2. helyre viends A-nak szintén az elGtte
volt 8 — 1 = 7 bettivel, kivéve a 7-iket, ami most is el6tte all; a 3. helyre (a 18. helyrdl) viends bettinek az elGtte volt
17 betd koziil 2-vel nem kell cserélnie, igy 15 cserét kell végeznie s i. t.

Mas szoval: Ti-nek 6, Aj-nek 6, To-nek 15 olyan betid keriilt mogéje s i. t., melynek eredeti sorszama kisebb az
ovénél. Igy haladva végig (1)-en, a cserék szama

(6+6+15+15+8) +(2+2+1+114+0)+(0+1+1+3+1)+
+(3+3+4+1+1)+1+0=85

(az Osszeadandokat Stosével zardjelbe foglaltuk).



Ezzel egyszersmind sorrendet is adtunk a cserék végrehajtasara: ha egymas utan Ti-et, Aj-et, To-t s i. t. visszik
4j helyére, akkor 85 cserével valéban a kivant sorrend &ll elé.
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