I. megoldas. Bontsuk az egyenlétlenség B bal oldalat tagokra:
B = 4a® + 40> + 4¢® + a®b + b%c + *a — 5ab® — 5bc? — 5ea?.

Itt a helyébe b-t, b helyébe c-t, ¢ helyébe a-t, vagy pedig a helyébe c-t, ¢ helyébe b-t, b helyébe a-t irva B-ben csak a
tagok cserélédnek meg, B értéke nem valtozik. Ennek kovetkeztében az egyik bettirdl kikdthetjiik, hogy pl. a legkisebb
vagy legnagyobb, vagy a k6zépsé szamot jelentse a harom koziil. Ennek alapjan megprobaljuk B-t olyan kifejezések
Osszegévé alakitani, amelyek egyike sem lehet negativ, szitkség esetén felhasznalva az éppen mondott lehetséget is.
B =4a® — 4a*c + 4b® — 4b%a + 4¢* — 47b+
+a?b — ab® + b%c — b® + *a — ca® =
=(a — ¢)(4a® — ac) + (b — a)(4b® — ab) + (c — b)(4c* — be) =
=3a%(a — ¢) + ala — ¢)® + 3b*(b — a) + b(b — a)*+
+3c(c — b) + ¢(c — b)*.
Itt a masodik, negyedik és hatodik tag nem lehet negativ, az els6, harmadik és 6t6dik tag H 6sszegébdl egy kiilonbséget
kikiiszobolhetiink, ha pl. a — ¢ helyett (a — b) + (b — ¢)-t irunk:
H =3(a—b)(a® —b*) +3(0b—c)(a* —c*) =
=3(a—b)*(a+b)+3(a——c)b—c)a+ec).
Itt az els6 tag ismét nem lehet negativ, tovabba ha ¢ nem nagyobb sem a-nal, sem b-nél, amit feltehetiink a fentiek

szerint, akkor a masodik sem negativ. Ezzel belattuk, hogy B nem lehet negativ, nulla is csak akkor, haa—b=b—c =
c—a=0,azaz a =b=c.
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IL. megoldas. Kézenfekvs gondolat megprobélni az egyenldtlenség B bal oldalét (a — b)?, (b — ¢)?, (¢ — a)® egy—
egy pozitiv értékkel szorzott értékei Osszegeként elGallitani. Megprobaljuk ezeket a szorzokat egyrészt a, b, c-ben elsé
foktnak valasztani, masrészt a kiillonbségben nem szerepld betid egyiitthatéjat O-nak véalasztjuk, miutan B-ben nem
szerepel mindharom betit tartalmazoé tag, amint az el6bbi megoldasban lattuk; végiil azt is varjuk a szorzoktol, hogy a
helyett b-t, b helyett c-t, ¢ helyett a-t irva egymasba menjenek at, ugyanigy, mint a szoban forgé kiilonbségek, miutan
ez a felcserélés B-t sem valtoztatja meg, csak tagjait cseréli meg. Ha tehat van olyan u és v, amelyre

B = (a—b)*(au+b) + (b—¢)*(bu+ cv) + (¢ — a)*(cu + av),

és ezek pozitivnak adédnak, akkor a feladat allitdsat bebizonyitottuk.
A jobb oldalon a kobos tagok egyiitthatoja u + v, az a’b, b2c, c2a tagoké v — 2u, az ab?, bc?, ca® tagoké u — 2v,
tehat
u+v=4, v—2u=1, u—2v=-5

kell, hogy teljesiiljon. Az egyenletrendszernek van megoldasa: u = 1, v = 3, igy a kovetkezst nyertiik:

B =4ad® + 4% + 4¢3 4+ a®b + b2c + a — 5ab® — 5bc® — 5ea® =
= (a—b)*(a+3b)+ (b—c)*(b+3¢) + (¢ — a)*(c+ 3a) > 0.

Egyenl6ség akkor all fenn, haa—b=b—c=c—a=0,azaza=b=c.



