I. megoldas. Vizsgaljuk meg, hol fekszenek azok a P pontok, amelyekre pl. Py P/PQ: éppen 2, annal kisebb,
ill. annal nagyobb. Legyen a P, P, P; = H héaromszog P, P; oldalanak a felezGpontja R;. A Py R; sulyvonalon az S
silypontra lesz, mint ismeretes, a kivant ardny 2. Hizzunk S-en at parhuzamost H-nak P, P5 oldalaval. Legyen ennek a
P, Py, ill. P; Ps oldalon levs metszéspontja K3, ill. Ko, és egy tetszés szerinti P () szakasznak a k6zos pontja Ko Ks-mal
K. Ha P egybeesik K-val, akkor P,P/PQ, = P1S/SR; = 2. Ha P a P, K szakaszon van, akkor
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mert az els6 tort szamlaloja helyére nagyobb, nevezdje helyére kisebb szakaszt irtunk. Végil ha P a K@ szakaszon
van, akkor hasonlé meggondoléssal
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Megallapitasainkat igy is kimondhatjuk: A Py P/PQ; hanyados értéke kisebb ill. nagyobb 2-nél aszerint , hogy P
a Py KyKs = H; haromszog belsejében, ill. a P, P3sK2K3 = T} trapéz belsejében van, és a hanyados értéke 2, ha P a
H, és T kozos Ko K3 hatarszakaszanak pontja.

H-t az S-en atmend, Ps3Pj-gyel parhuzamos L3l szakasszal PoLsly = Hs és P3Py L3l = T5 trapézra osztva
hasonléan kapjuk, hagy a P,P/PQ+ hanyados értéke a Hx-beli P pontokra kisebb, a Th-beliekre nagyobb 2-nél és
az L3Lq szakaszon levs pontokra egyenld 2-vel, tovabba hogy a P; P/PQs hanyados a PsM; M, = Hs haromszog
pontjaira kisebb, a P, Po,M; My = T5 trapéz pontjaira nagyobb 2-nél, és az M M, szakaszon vett P-re egyenld 2-vel,
ha MM, atmegy S-en és parhuzamos P Po-vel. Ezek alapjan az allitas bizonyitasara elég azt belatnunk, hogy H
belsejében nincs olyan P pont, amely H-nak Ko K3, LsLi és My Ms-vel valo kettévagasai sordn mindharom esetben a
trapéz belsejébe esnék, és olyan P sincs, amely mindharomszor a megfelel6 Hy, Ho, ill. Hs-haromszog belsejébe esnék.

Valoban, a Ty és Ty trapézok kozos részének, a Ps K9S L1 paralelogrammanak belseje a Hs haromszog belsejébe esik,
tehat nincs kozos pontja Ts-mal, és hasonléan Hy és Ho kozos részének, a K35 Ls haromszognek belseje T3 belsejébe
esik, nincs kozos pontja Hs-mal. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

A bizonyitasbol az is kovetkezik, hogy ha P nem azonos a H haromszog silypontjaval, akkor a vizsgalt aranyok
kozott van 2-nél nagyobb értékd is, 2-nél kisebb értékd is, mert S-et kivéve minden pont csak egy kettévago szakaszhoz
tartozik hozza.

Kultsdr Levente (Hajdubo6szormeény, Bocskai I. g. IL. o. t.)

II. megoldas. Az, hogy P, P/PQ: a 2-nél kisebb, vele egyenls, vagy nagyobb nala, ugy is fogalmazhato, hogy
Py P/2 kisebb PQ1-nél, egyenls vele, vagy nagyobb néla. Igy P; P-t meghosszabbitva a P ponton til a masfélszeresére,
a keletkezs Uy végpont a PQ)q szakasz, és igy egyben a haromszog belsejében van, ill. egybeesik Q1-gyel, ill. Q1-en tul,
tehat a haromszoégon kiviil van, amint Py P/PQ; kisebb 2-nél, egyenls vele, vagy nagyobb, mint 2. Hasonlé érvényes
a P, P és P3P szakasz P-n tul masfélszeresére nyujtasaval keletkezé Us, Us végpontokra.




A feladat allitasa ennek segitségével a kovetkez6 modon fogalmazhat6 at: az Uy, Uy, Us pontok nem lehetnek mind
a H haromszogon kiviil, sem nem lehetnek mind a haromszog belsejében. Ezt fogjuk bebizonyitani.

Az U1UyUs = H,, haromszog H-bol elsallithato P koriil valo 180°-os forgatassal és 1 : 2 aranyu egyidejd kicsinyi-
téssel. Ugyanez all az oldalfelezs pontok alkotta Ry RoRs = H, haromszogre, forgatasi kdzéppontnak az S sulypontot
véve. Eszerint H,, és H, egybevagok, megegyez6 allastak, egyméasba eltolassal atvihetk. Erre tAmaszkodva megmutat-
juk, hogy ha U; és Us egyike sem belsé pont, akkor Us belsé pont. Ugyanis U;Us # Ry R, ill. U;Us nem parhuzamos
Ry Ry; és ez csak ugy lehet, hogy U1Us az R Re-nek azon a partjan van, mint Ps;, mert Uy és U; a P; P; egyenesnek
azon a partjan van, mint Ry, Ro, igy ha R; Rs-nek ellenkezd partjan lenne Uy, Us, mint Ps, akkor az U1Us egyenesnek
R1Ry-nél hosszabb szakasza esnék H-ba, és igy Uy és Uy kouziil legalabb az egyik H belsejében volna. Igy H,-val
egylitt Us a P; Py-nek Ps-mal egyez6 partjara jut. Viszont szerkesztésénél fogva Us a P, Ps-nak Pj-gyel egyezd partjan
és P Ps-nak P»-vel egyezd partjan van, tehat benne van H-ban.

Hasonléan bizonyithaté, hogy ha U; és U, egyike sem kiils6 pont, akkor Us a Py P, ellenkezd partjara esik, mint
Ps, s igy H-n kiviil van.

Foldes Antonia (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. IL. o. t.)
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III. megoldas. Huzzunk meré6legest P-b6l a PoPs, P3P, P; P, oldalra, hosszuk legyen p;, p2, ps, tovabba H
megfelel§ magassagai my, ma, ms. A keletkezett hasonlé derékszogii haromszogek felhasznalasaval
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ahol ¢ az 1, 2, 3 indexek barmelyikét jelentheti. Eszerint elegendd megmutatnunk, hogy az m;/p; aranyok kézott van
olyan, amelyik nem nagyobb, mint 3, és olyan is, amelyik nem kisebb 3-nal.
A PP,P;, PPsP; és PP P, haromszogek teriiletének 6sszege egyenlé H-nak t teriiletével. Ebbdl atalakitéssal
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Eszerint a p; tavolsagokra és az m; magassagokra fennall:
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Jeloljiik a p1/may, pa/me, p3/ms értékek kozt el6fordulo legkisebb értéket a-val, az el6fordulo legnagyobbat [-val.
Ekkor
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Igy (1)-bdl kdvetkezik, hogy o < 1/3, B = 1/3. Ezzel az 4llitast bebizonyitottuk.
Szentai Judit (Budapest, Kanizsai Dorottya lg. L. o. t.)




IV. megoldas. Tegyiik fel, hogy a P,P/PQ4 és P3sP/PQs aranyok értéke nem kisebb 2-nél. Megmutatjuk, hogy
ekkor P; P/P(@; nem nagyobb 2-nél. Huzzunk P-n at parhuzamost P;Ps-vel és Py Ps-mal, és legyen ezeknek P, Ps-
mal valé metszéspontja V, ill. W. A Po,PW, P,Q2Ps és a P3PV, P3sQ3 P, haromszog-parok hasonlosaga és a feltevés
alapjan, mindjart atalakitassal
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Az egyenl6tlenségek mindkét oldalahoz 1-et adva
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ezért WP3 § P2P3/3, VP2 § P2P3/3, és igy
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(2) VW = PPy — PsW — P,V = PoP; — ;3:5
Feltehetjiik, hogy a betiizés olyan, hogy V@1 = Q1W. Ekkor VQ, = VW/2 =2 P,P5/6, és igy
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Ezt akartuk bizonyitani.

Hasonléan nyerjiik, hogy ha a vizsgalandé aranyok koziil kettének az értéke nem nagyobb 2-nél, akkor a harmadiké
nem kisebb 2-nél.

Gerencsér Laszlo (Budapest, Rakoczi F. g. II. o. t.)



