Eldzetes megjegyzés: A legtobb versenyzd héarom derékszogi haromszogre alkalmazta a Piithagorasz-tételt, az igy
kapott egyenletrendszerbdl szamitotta ki elé6bb a koriilirt kor sugarat, majd az oldalakat, és ezek alapjan végezte el a
szerkesztést. A sugarra adédott masodfoku egyenletnek csak a pozitiv gyokét értelmezték. Elsének egy ilyen megoldast
mutatunk be.

I. megoldas: Legyen a haromszog koré irt k kor O kozéppontjanak vetiilete AB-n D, AC-n E, vagyis OD = d,
OF = e, legyen tovabba AB = ¢, AC = BC =a és OA =r. Az OAD, OAFE és ACD derékszogl haromszogekbdl —
feltéve, hogy O a haromszog belsejében van, mas széval, hogy C-nél hegyes sz6g van (1. abra)
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ugyanis igy a haromszognek a tengelybe es6 magassaga r+d. Célszerd (1) és (2) alapjan a-t és c-t kikiisz6b6lni (3)-bol:

(r+d)2 = 4(7°2 — 62) — (7“2 — d2),

rendezve

(4) r? —dr —2e* =0,
és innen

®) = ALV

Mivel a diszkriminans négyzetgyokének abszolut értéke nagyobb d-nél, és igy

d —/d? + 8e2

(6) re = 5

negativ, azért csak a pozitiv r1-et tekintjiik megoldasnak. r1 alapjan (1) és (2)-bdl

(7) c= \/882 +2dV/d? — 8e2 —2d?, a= \/462 + 2dv/d? + 8e? + 2d2,

természetesen csak a pozitiv négyzetgyokot véve.
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2. dbra

Ha azt tessziik fel, hogy O a haromszogon kiviil van (2. dbra) — vagyis, hogy az AC B sz0g tompaszog — és k sugarat
erre az esetre 1’ -vel jeloljiik, akkor a haromszdgnek a tengelybe es6 magassaga r’ — d, ezért (3) igy modosul:

@ o -af = (5)"

(1) viszont nem valtozik meg. Célszertibb azonban azt mondanunk, hogy d helyére (3)-ban és (1)-ben egyarant —d
lépett. Igy Gjabb szamitas nélkiil a mondott valtoztatassal atvehetjiik a fenti eredményeket:

(4) 2 dr’ —2e? =0,
’ ’ —d+V/d? + 8¢ |
(5" rn=—— és
2
’ , —d —/d? + 8¢2
(6) Ty = - 9

Itt csak ] pozitiv, ezzel ¢ és a-ra azokat a kifejezéseket kapjuk, amelyek (7)-b6l d-nek —d-vel valo helyettesitésével
allnak el6.

Lehetséges volna az is, hogy O a haromszog keriiletén legyen, ti. ha d = 0. Ebb6l azonnal lathato, hogy ABC
derékszogii egyenl szara haromszog és a = 2e, ¢ = 2v/2e, ami (7)-b6l is kiadodik.

A haromszog megszerkesztése végett célszerd el6bb a k kort elallitanunk. Ugyanis a k-n tetszés szerint felvett
C cstcesbol kiindulva Ggy kapjuk meg a szirak egyeneseit, hogy C-bdl érintéket hizunk az O koriil e sugérral irt k'
korhoz; ezeknek k-val valé masodik metszéspontja A, ill. B.
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3. dbra

k atmeérsjét (5), ill. (5') alapjan a kovetkezs lépésekben szerkesztjiik (3. abra). 2e befogokkal egyenls szara derék-
sz06gi haromszoget szerkesztiink, ennek ST atfogojara fennall ST? = 8e?. ST és d befogokkal derékszogi haromszoget
szerkesztiink, ennek SU atfogoja egyenls az (5) és (5')-beli gyokos kifejezéssel. Az SU egyenesre U-t6l mindkét iranyban
felmeérjiik d-t, a végpontok V és V', az utobbi U-t6l S felée. Ekkor k atmérdje az SV, ill. SV’ szakasz.



Ez a szerkesztés barmely d, e mellett egyértelmtien végrehajthato, a fent mondott érinték szerkesztése azonban
csak akkor, ha r nagyobbnak adodik e-nél. Ez (5) esetében nyilvan teljesiil, (5')-re viszont csak akkor, ha

2ry = —d + V/d? + 8e% > 2e,
d? 4+ 8% > (d + 2¢)* = d® + 4de + 4€2,
4e% > dde, e >d.

Ez a kovetelmény a 2. dbrarol is leolvashato az O, D, E pontok helyzetébdl. Eszerint e > d esetén két megoldas
van, e < d esetén pedig egy.
Katona Eva(Budapest, Ybl M. ép. ip. t. IL o. t.)

Megjegyzések. 1. Vegyiik észre, hogy ro, 75 abszolat értékben egyenls 7)-gyel, ill. r1-gyel. Ez természetesen annak
kovetkezmeénye, ahogyan (4')-t képeztiik. Mondhatjuk ugyanis azt is, hogy (4') a (4)-bdl gy &llt els, hogy r helyére
r’ = —r-et irtunk. Ez egyben azt is jelenti, hogy elég lett volna csak pl. (4)-et felirni és ezt mondani: d azt jelenti,
hogy mennyivel van O az AB oldal ,folott”, r pedig azt, hogy mennyivel van f6ljebb C, mint O. Negativ r azt jelenti,
hogy C az O alatt van (2. abra).

2. T6bb dolgozatban (1) és (2) mellett az ACD és OCE haromszogek hasonlosagabol adodo

c

2
aranypar szerepel harmadik egyenletként. Szerzdik igy latszolag megkeriilték az O pont belss vagy kiils6 helyzetének
kérdését. Ebb6l az aranypar négyzetre emelésével és (1), (2) felhasznalasaval r2-re kaptak masodfoki egyenletet:

(r2 — dz) : (47"2 — 462) =e? 72
(8) rt — (d® +4€®) r* + 4e* = 0.

a=¢e:r

Innen mind a szamitas, mind a szerkesztés, mind a diszkusszi6 jéval bonyolultabb a fent kézoltnél. Ennek az a magya-
razata, hogy (8) bal oldalaban (4) és (4") bal oldalanak szorzata &ll elSttiink, ugyanis

rt —de?r? 4+ 4et — d?r? = (T2 — 262)2 —d*r? = (T2 — 2% — dr) (T2 —2e? 4 dT) .
(8)-bol r?-re két pozitiv gyokot kapunk, mert mind a diszkriminans:
(d® +4¢2)® —16¢* = d* (d® + 8¢?) ,

mind a gyokok szorzata: 4e*, mind sszegiik: d? +4e? pozitiv. Ezekbdl négyzetgyokvonas utjan kapjuk azt a ket egyenls
abszolut értékd, ellentett elGjeld gyokpért, amelynek elemei fent kiilon valasztva adodtak.

II. megoldas: Legyen — az I. megoldas jeloléseivel — a k koron a C-vel atellenes pont C*, és O vetiilete AC*-on F' (1.
és 2. dbra). Thalész tétele szerint AC* L AC, igy az AEOF négyszog téglalap, koréje kor irhaté. E k* kor kézéppontja
az OA szakasz felez6pontja, ezért k* dtmegy a D talpponton is. Tovabba F felezi AC*-ot, igy C*F = FA=0OF =¢
és C*A = 2e.

Alkalmazzuk a korhoz kiilsé pontbol htizhaté szel6k metszeteire vonatkozo tételt k*-ra és C*-ra

C*O-C*D=C"F-C*A,
vagyis az 1., ill. a 2. dbra eseteiben
(9) r(r—d) =e-2e = 2¢?, ill. r(r +d) = 2€°.

Ezzel megkaptuk az 1. megoldés (4), ill. (4') egyenletét. Tovabb ismét az I. megoldas szerint haladhatunk.
Galfi Ldszlo (Budapest, Fazekas M. gyak. gimn. IL o. t.)

Megjegyzések. 1. A 3. abrat felére kicsinyitve (vagyis a befogokat e, e, majd d/2-nek véve) a szerkesztést ugyis
értelmezhetjiik, mint a (9) egyenlet szerkesztéssel valé olyan megoldasat, amely a legutobb idézett tételt hasznalja
fel. A (9) bal oldalan &ll6 tényez6k kiilonbsége ismert szakasz: d, az egyik tényez6 pedig éppen az ismeretlen. Ezért
olyan kort vesziink, melynek dtmérGje d, egyik szel6ként pedig majd a kiils6 pontot a kdzépponttal 6sszekots egyenest.
A kiils6 pont helyzetét a jobb oldal alapjan tiizziik ki: ugy, hogy a belsle huzott érinté egyenls legyen a jobb oldali
tényez6k mértani kézéparanyosaval.

Klukovits Lajos (Szeged, Radnoti M. g. L. o. t.)

2. Az 1. megjegyzés gondolatat folytatva e < d esetén r a kovetkezGképpen is szerkeszthets. Legyenek L, M, N egy
egyenes olyan pontjai, amelyekre LM = MN = e, az M N alap {6lé d/2 szarral szerkesztett egyenld szart haromszog
harmadik cstcsa O, és messe az OL egyenest az O koriil d/2 sugarral irt kor P és P'-ben. Ekkor r értéke LP, ill. LP'.

3. Egy tetszés szerinti haromszog szogei legyenek «, 3, ~v, a koriilirt kor O kodzéppontjanak e szogekkel szemkozti
oldalaktol mért tavolsaga rendre d, e, f (4. bra).



4. dbra

A kozépponti és keriileti szogekre vonatkozo osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy az O-boél az oldalakra bocsatott
merdlegesek az oldal végpontjaihoz hizott sugarakkal rendre «, 3, v nagysagu szogeket zarnak be. Igy

f

d e
cosa = —, cosfB = —, cosy = =.
r r r

Ez tompaszogi haromszogre is érvényes, ha abban az esetben, amikor az O pont és a haromszog valamelyik oldalnak
ellenkezé oldalara esnek, akkor az oldaltol mért tavolsagot negativnak vessziik. Masrészt az a+ 8+~ = 180° Osszefliggés
folytan
cos® a = cos” [180° — (B + )] = [ — cos(B + 7)}2 =

= cos? Bcos? v + sin? Bsin? v — 2 cos B cosysin fsiny =

= cos? B cos? v + (1 — cos? B) (1 — cos? 7) — 2cosf cosysinBsiny =

=1 —cos? B — cos®y + 2 cos  cosy(cos  cosy — sin Bsiny) =

=1—cos? B — cos® v+ 2cos B cosy(B + 7).
Innen

1 —cos?a + cos? 3 — cos® vy — 2cosacos Bcosy = 0,

és ha § = ~, akkor a bal oldal szorzatta alakithato:
1 —cos?a — 2cos? B —2cosacos® B = (1 +cosa)(l — cosa — 2cos” 3).
Valodi haromszog esetén o < 180°, s igy 1 + cos v # 0, tehat egyenld szért haromszogben, ha « a szarak kozti szog,
1—cosa —2cos? = 0.
Beirva a koszinuszok kifejezését d, e, f, r segitségével és a torteket eltavolitva tetszés szerinti haromszogre
r® — (d® +e* + f°)r —2def =0,

egyenld szara haromszogre pedig
r? —dr —2e®> =0

kell, hogy teljesiiljon. Az utobbi a fenti megoldasokban is szerepls egyenlet, az el6bbi alapjan pedig belathato, hogy
altalanos haromszog esetén a kitiizott feladat megfelelGje altaldban nem oldhaté meg a szokésos un. eukleidészi korzs-
vonalzoés szerkesztések segitségévelﬂ

A korzével és vonalzdval végrehajthatod szerkesztésekre vonatkozoan lasd lapunk egy korabbi cikkét: Surdnyi Jdnos:
A szégharmadolds kérdésérdl, Kozépisk. Matematikai Lapok XIV. (1957), 97-107. és 129-134. o.

'Lasd Székefalvi Nagy Gyula: Zwei nichtkonstruierbare Aufgaben des Dreiecks. Elemente der Mathematik, 6 (1951), 81-83. o.



