Elozetes megjegyzés: Csak konvex érinténégyszogekkel foglalkozunk.

I. megoldas: Minden (konvex) deltoid (és természetesen specialis esetei, rombusz és négyzet is) érinténégyszog,
és atloi merdlegesek egymasra. Ennélfogva, ha az ABCD négyszog AB, BC, CD, DA oldalainak hossza rendre a,
b, ¢, d, akkor a kovetelmények teljesiiléséhez elegendd feltétel a kovetkezd: a = b, ¢ = d, vagyis hogy az oldalak
koziil 2-2 szomszédos par egyenld legyen. Megmutatjuk, hogy e feltétel sziikséges is, ugyanis az ezzel ellentétes allitas
ellentmondésra vezet.

Ha egy érinténégyszog egy par szomszédos oldala egyenld, pl. a = b, akkor az ismert szilikséges és elegendd

(1) a+c=b+d

feltételbdl ¢ = d kovetkezik, vagyis hogy a tovabbi két oldal is egyenls. Ezért fenti allitdsunk ellentéte az, hogy van
olyan ABCD érint6négyszog, amelyben barmelyik két szomszédos oldal kiilonb6z6 és az atlok merGlegesek. Valasszuk
a bettizést gy, hogy a < b és a < d legyen. Ekkor B-nek az AC &tléra valo B’ tiikorképe az M D szakaszra esik,
ahol M az 4tlok metszéspontja, mert MB = \/AB2 — MA? < \/AD? — M A? = MD. Hasonléan A-nak BD-re valo
A’ tiilkérképe M C-nek belsé pontja, igy CB'M< > A'B'M< = AB'M«, és ezért CB'D< < AB'D<. Mérjiik ra
az AB = AB’ szakaszt B'-t6l B'C-re és legyen végpontja E. Igy az EB'D és AB'D haromszogek két-két oldala
egyenls, ezek kozbezart szoge az el6bbiben kisebb, ezért a vele szemben levs oldal is kisebb: DE < DA = d. Masrészt
CE =CB' — B'E = b — a, tehat a CDFE haromszdgben

CD < CE + DE < CF + DA,

vagyis ¢ < b—a+d, amib6l a + ¢ < b+ d.
Ez pedig valoban ellentétben all (1)-gyel. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Valamennyi dolgozat szamitas itjan adta meg a keresett feltételt. Ilyen megoldés a kovetkezd.

II. megoldas: Legyenek a fenti jelolésekkel az atlok metszetei MA = ey, MC =eq, MB = f1, MD = f5.

Az atlok merdlegessége folytan
o' =i+ fi, V=fites d=e+fi, d=f+el
és ebbdl
(2) ==
Masrészt (1)-bol
(3) a—d=b—c.
2) és (3) teljesiilnek egyrészt, ha mindkét oldaluk 0, vagyis a = d és b = c¢. Masrészt, ha (3) egyik oldala sem 0, akkor

a (2) atalakitasaval adodo
(a—d)(a+d)=((b—-c)(b+¢)

egyenlGségnek (3)-mal valo osztasabol
(4) a+d="b+c,

ez pedig (3)-mal Osszeadva a = b, tovabba d = c-re vezet. Mindkét lehetSségben a négyszog 2-2 szomszédos oldala
egyenls. Ez velejaré kovetkezménye — sziikséges feltétele annak, hogy az érinténégyszog atléi merdlegesek legyenek.
Ekkor a négyszog deltoid.



E feltétel elegendd is, mert pl. a = b és ¢ = d folytan a + ¢ = b+ d, és igy a deltoid érinténégyszog, masrészt
ismeretes, hogy atloi merslegesek.
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Megjegyzések. 1. A (2) egyenl6ségbdl igy is haladhatunk tovabb. Atrendezéssel

(5) a® +c = b+ d*.

Ezt (1) négyzetébdl levonva
(a+c)° —(a®+ ) =(b+d)?— B +d?),

vagyis
(6) 2ac = 2bd.

Es ezt (5)-bél levonva, atalakitassal
(a—c = (b—d)?

és mivel a betiizés megvaltoztatasaval mindig elérhetjiik, hogy a > ¢ és b > d, azért
a—c=b-—d,

ami azonos (4)-gyel. Igy (1), (4) és (6) szerint mercleges atloparral bir6 érinténégyszogben a szemben fekvs oldalparok
Osszege is, kiilonbsége is és szorzata is egyenl6.

2. Akik ismerik a hiperboldnak ezt a meghatarozasat: azon pontok mértani helye, melyekre nézve a két adott
ponttol (a fokuszoktol) mért tavolsagok kiilonbsége adott allandod, és pedig kisebb az adott pontok tavolsagénal, —
és szemléletes képiik is van a hiperbolarol, hogy ti. a fokuszokat Osszek6ts egyenesre (a hiperbola egyik tengelyére),
merdleges egyenesnek legfeljebb két kdzos pontjuk van a hiperbolaval, éspedig ha kett van, azok a tengelyre tiikros
part alkotnak, — azok a fenti deltoidfeltétel sziikséges voltat szemlélet alapjan a kovetkezGkbdl is belathatjak. Ha
ABCD érinténégyszog, akkor (1)-b6l a —b = d— ¢ = 2e, tehat B és D annak a hiperboldnak pontjai, melynek fokuszai
A és C, és allando kiilonbsége 2e. Ha pedig AC 1L BD, akkor B és D az AC-re tiikr6s pontpar. — Ez a ,belatés” azonban
nem bizonyitas!



