I. 1. A kévetelménynek megfelel6 pontok egyiitteseit roviden pontrendszereknek, a haromszogekben a szarak kozos
végpontjat f6cstcsnak fogjuk nevezni. Sikbeli, 5 pontbol 4ll6 rendszer gyanant megfelelnek (1. dbra):

a) egy szabalyos 0tszog csucsai,

b) egy szabalyos 6tszog kozéppontja és négy csicsa.

W=

L.1.b.

1. dbra

2. Sikbeli, 6 pontbol 4ll6 rendszer: egy szabalyos 6tsz0g kdzéppontja és valamennyi csicsa.

A kovetelmény teljesiilését elég a 2. rendszerre bizonyitani, mert az 1. a) és 1. b) rendszerek a 2.-bol egy-egy pont
elhagyasaval is kiaddédnak. Az pedig nyilvanvalo, hogy ha egy pontrendszerre a kovetelmény teljesiil, akkor a beléle
egy vagy tobb pont elhagyéasa utan visszamaradt pontok koziil is — hacsak legalabb 3 pont marad vissza — barmely 3
pont egyenl$ szard haromszoget alkot, hiszen a visszamaradé rendszer barmely harom pontja beletartozik az eredeti
rendszerbe. — Ha mar most a 2. elhelyezésbdl kivalasztott hdrom pont tartalmazza a kézéppontot, akkor a haromszog
két oldala az 6tszog k koriilirt korének sugara, és igy egyenlSk. Ha pedig mindharom pont 6tszogcesics, akkor azok k
keriiletét ugy osztjak harom ivre, hogy ezek hosszisdgainak ardnya vagy 1 : 1 : 3 — ha ti. az 0tsz0g egymaés utani 3
csucséat valasztjuk — vagy 1: 2 : 2 — ha ti. az el6bbi pontharmas egyik szélsé pontjat az utana kdvetkezé 6tszogestcesal
potoljuk. Mindkét esetben van két egyenld iv, ezért a megfelels két hur is egyenld, ezek a szarak.

3. Térbeli megoldasok elkészitése céljara adunk néhany példat sikbeli, 4 pontbdl allé rendszerekre (2. abra).

I. 3. a. 1.3.b. 1.3.c.
2. dbra

a) Egy tetszés szerinti rombusz 4 cstcsa; més szoval: az A és B pontokhoz hozzavessziik az AB szakasz felez6
merGlegesének egy tetszés szerinti (de a szakasz felezSpontjatol kiilonbozs) D pontjat és ennek AB-re valo C tiikorképét
(,tikros pontpar’-lehetdség).

b) Egy olyan deltoid 4 cstcsa, melyben a szimmetriatengelybe esé atlo egyenld az egyik oldallal; mas szoval: az
elébbi A, B, D-hez t-nek azt a C pontjat vessziik hozzé, amelyet a D koriill DA sugérral irt kor metsz ki bel6le; még
masképpen: az ABC egyenl§ szart haromszog csicsaihoz hozzéavessziik a korégje irhato kor D kozéppontjat (,kor’-
lehetdség, abrank nem konvex deltoidot mutat).

¢) Egy szabalyos 0tsz6g 4 csucsa.

Az a) és b) rendszerekben altalaban 3-féle szakaszhosszusag fordul els, éspedig az egyenls szakaszok szama 4,
1, 1, ill. 3, 2, 1. Lehetséges azonban tovabbi egyenlGség, ilyenkor a rendszer haromszogei kozott van egyenlGoldali.
A szabélyos haromszog 3-féleképpen tekinthets egyenld szartnak, igy minden szabélyos haromszog révén a rendszer
f6csucsainak szama 2-vel emelkedik. Az a)-ban CD = AC esetén ACD és BC D szabéalyosak, igy ACB<t = 120°, tehat
AB > AC, a hatodik szakasz hosszabb, a f6cstcsok szama ilyenkor 8 (I. 3. a’); ugyanerre jutunk b)-bsl AC' = AD-vel.
b)-b6l AB = AD-vel, valamint AB = AC-vel 1 — 1 szabalyos haromszoge lesz a rendszernek: ABD, ill. ABC, igy a
f6esticsok szdma 6 (I 30" és b”).

I1. A feladat térben valdé megoldaséan azt értjiik, hogy a kijelolt pontok nem lehetnek egy sikban. El¢z6 észrevételiink
alapjan itt el6bb 7 pontbdl all6 rendszereket sorolunk fel, az ezekbdl 1, ill. 2 pont elhagyésaval visszamarado rendszerek
6, ill. 5 pontra térbeli megoldasok, hacsaknem egy sikban vannak. Néhany 7 pontbél allé rendszer (3. abra):



II. 1. a. II.1.b. II.1.c.
3. dbra

1. a) A fenti I. 1.a) rendszer, kiegészitve a kozéppontban az 6tszog S sikjara merdlegesen allo t egyenesnek — az
Otszog térbeli tengelyének — két az S-re tiikkros F, G pontjaval.

b) Az L. 1. a)-hoz 6-iknak ¢ tetszés szerinti G pontjat vesszik, 7-iknek pedig ¢-b6l az egyik olyan H-t, amelyet a G
koriil GA sugarral irt gomb metsz ki. Mas szoval: a t-n valasztott H-val kiegészitett I. 1. a) rendszerhez hozzavessziik
koriilirt gémbjének G kozéppontjat (,gomb’-lehetsség, megfelel a fenti kor-lehetGségnek). G gyanant az 6tszog F
kozéppontjat is vehetjiik, igy az el6allé ,gula” magassdga egyenls az alap koré irt kor sugardval.

¢) Egy 3 oldalu, egyenls éli egyenes hasab 6 csicsa és a koréje irhaté gomb kozéppontja.

2. Két az el6z6kbol elhagyassal ki nem adodo, 6 ponthol allo rendszer (4. dbra):

E

II.2.b.

4. dbra

a) Az 1. 3. a) rendszert (a fenti mintara vett) térbeli tengelyének azokkal az E, F' pontjaival egészitjiik ki, amelyekre
EA = FA = AC (alapél-oldalél™lehetsség). Igy C, E, D, F egy négyzet cstcsai. (Ugyanilyet ad t-nek az a G,
H pontparja, amelyre GC = HC = AC, vagy ha egy négyzet csucsaihoz hozzacsatoljuk tengelyének egy tiikros
pontparjat.) Ha ACBD egyenls 4tloju rombusz (vagyis négyzet), akkor mindkét modon a szabélyos oktaéder csucsainak
rendszerét kapjuk.

b) Egy 60°-0s hegyesszogti ACBD = R rombusz révidebb C'D atlojanak végpontjaiban R sikjara allitott merdéle-
geseken, e sik ugyanazon oldalan ugy vesszik fel E, F-et, hogy EC = FD = CD (vagyis CDFE négyzet).

3. Két az el6z6kbol altalaban ki nem adddo 5 pontbol allo rendszer: a), b). Egy egyenls szard haromszog csucsait
kiegészitjiik a tiikros pontpar, ill. a gomb-(specidlisan a sugar-magassag) lehetGséggel. (Ilyen rendszer marad vissza a
IL. 1. a) és b)-b&l — 3. abra — pl. C' és E elhagyéasaval és az ABD haromszoget ugy megvaltoztatva, hogy ne legyen
36°-0s szoge.)

A fentiekkel mindegyik kivant pontrendszerre adtunk példat.

Konnyt bizonyitani, hogy a felsorolt pontrendszerek barmely 3 pontja egyenld szari haromszoget alkot. Ezt az I. 3.
és a tovabbi rendszerekre itt helysziike miatt az olvaséra bizzuk; hangstlyozzuk azonban, hogy elvben barmely allitas
csak bizonyitassal egyiitt fogadhato el. Szamos dolgozat e tekintetben hidnyos.

Megjegyezziik végiil, hogy mivel minden esetben van megoldas csupa valosagos haromszogekkel, azért elfajult
haromszogeket (egy egyenesbe es6 3 pontot) tartalmazo rendszereket nem tekintettiink megoldasnak.

Osszeallitva kiegészitésekkel a kovetkezok dolgozataibol:

Fazekas Patrik (Mosonmagyaréovar, Kossuth Lajos g. L. o. t.)
Goth Ldszlo (Budapest, Kényves Kalman g. II. o. t.)
Kéta Jozsef (Tatabanya, Arpad g. IL. o. t.)



Kunszt Zoltin (Papa, Tirr Istvan g. I o. t.)
Molndr Mdria (Sztalinvaros, Kerpely A. kohoip. t. IL. o. t.)
Novdky Béla (Budapest, I. Istvan g. II. o. t.)

Megjegyzés: Néhanyan — elsGsorban a fentiek — igyekeztek azt megmutatni, hogy 5 pont sikban valé megfelelé
elhelyezésére nincs mas lehetGség, mint az I. 1. a) és b) rendszer, 6 pontra pedig csak az L. 2. rendszer. Az allitas igaz,
de a bizonyitas senkinél sem teljes. Egyébként a feladat nem kivanta ezt a vizsgalatot.

Alabb a fenti dolgozatokbol vett gondolatokkal és kiegészitésekkel megmutatjuk, hogy 4 pont megfelel§ sikbeli
elhelyezésére az 1. 3. a)-c) rendszerek az Osszes megoldast adjak (az egyenls oldala haromszogeket tartalmazo I. 3.
a) és b'), b")-vel egyiitt), majd vazoljuk a tovabbhaladast 5 pont esetében. A fécsticsot a betijele folé tett vonallal
jeloljiik, pl. ABC jelentése: AB = AC (de ez nem zérja ki BC' = AB lehetGségét).

Keressiik meg elGszor az olyan 4 tagi rendszereket, melyekben mindegyik pont csak egy haromszognek fGesticsa;
igy mind a 4 pont egyszer fGcstcs, mert a rendszernek 4 haromszdge van. Legyen az egyik haromszog ABC. Ennek
BC alapja a BCD haromszigben vagy alap, akkor BC'D, vagy szar, és pl. B a f6cstics: BCD, igy két folytatéas veendd
figyelembe. Az els§ esetben ABD f&csticsa méar csak B lehet: ABD, és hasonléan ACD. E haromszdgekb6l rendre
BA = AC, CD = DB, DB = BA, tehat a BACD négyszog rombusz, és ebbdl kovetkezik a negyedik haromszoghdl
adodo AC = CD egyenlGség is. Vagyis ilyen rendszer egyediil az 1. 3. a).

A masodik esetben ABC' és BCD egyértelmii folytatasa ABD és ACD (2. abra, L. 3. ¢), tehat AB = AC =CD =p
és BC = BD = AD = q. Igy az ABC és C AD haromszogek egybevagok, mert oldalaik hossza p, p, g, tovabba BC'D és
DBA egybevagok, mert oldalaik p, ¢, g. Az ABC, C AD haromszog-par kozos AC oldalegyenese nem vélaszthatja szét
a nem kozos B, D csucsokat, mert szétvalasztas esetén a BAC, ill. DC A szogek valtoszogek lennének, igy AB#CD
allna, a 4 pont paralelogrammat alkotna AC és BD atlokkal. Ez pedig lehetetlen, mert minden paralelogrammaban az
atlok négyzetosszege egyenld az oldalak négyzetésszegéve]ﬂ és ez itt p?+¢° = 2(p2 —|—q2)—re vezetne. Igy B, D az AC-nek
csak egy oldalan lehetnek. Kénnyt belatni, hogy BD || AC és igy pontjaink egy szimmetrikus trapéz csticsai. Nem lehet
p = q, mert igy a 4 ponttal meghatarozott 6 szakasz mindegyike egyenls volna, holott 5 szakasz egyenlGségébsl adodik,
hogy a pontok egy 60°-os sz6gii rombusz csicsai, igy pedig a 6-ik szakasz, az egyik &tl6, hosszabb. Ezért feltehetjiik,
hogy p < q. Ekkor a trapéz koriiljarasa ABDC, és BAC = « tompaszig, tovabba a fentiekbdl CAD<t = 90° — «/2, és
BAD< = ABD< = 180° — a.. Ezekbdl az A-nal levé szogekre (180° — «) + (90° — a/2) = a, tehat o = 108°; megkaptuk
az I. 3. ¢) rendszert.

Hatra vannak az olyan rendszerek, amelyekben van olyan pont, amely legalabb két haromszogben fécstics. Az ilyen
pont egy harmadik haromszdgben is fécstcs, mert pl. DAB és DAC azt jelenti, hogy DA = DB = DC, igy A, B, C
egy D kozépponti kéroén vannak, fennall tehat DBC. Eszerint az 1. 3. b) rendszerrel allunk szemben.

Hasonl6an két olyan pontot feltéve, amely tobb haromszognek fécstcsa —1. 3. @ )-re jutunk. Ha pedig a hdromszoros
foesticson til egynél tobb egyszeres fGesiics letezését tessziik fel, akkor I. 3. b') és ") adodik ki. Tovabbi eset nem
lehetséges, mert egy pont nem lehet mindnégy haromszog f6cstcsa, hiszen mindegyik pont 3 haromszogben szerepel;
mésrészt valamennyi I. 3. rendszert megkaptuk.

Most mér az 5 pontbol allo6 rendszerek kifejlesztése lehetséges a 4 pontbdl allokbol, 1 tovabbi alkalmas pont
hozzavételével. E célra 0sszegytjtjiik annak Gsszes lehet&ségeit, ahogyan egy egyenls szara haromszoget 4 pontbdl 4llo
rendszerré lehet kiegésziteni. Minden kapott 4-tagabol 4 ilyet olvashatunk le (rendre a négy csucsot ujnak tekintve),
de t0bb ismétldés van. A lehetGségek a kovetkezdk:

a) Az egyik alapcsics tiikrozése a masik szar felez6 merélegesén; ez azonban csak akkor hasznalhato, ha a f6cstcsnal
levé szog 36°, vagy 108° 1. 3. ¢).

) Egyik alapcstics tiikrozése a masik széron, pl. B az AC'D haromszog A csticsabol az L. 3. b) rendszerekben. (A
tiikorkép rajta van a fécsics koriil a szarral mint sugérral irt koron. A fGcsicsnal levs ¢ szog nem lehet derékszog,
mert igy a tiikorkép a tiikr6zott szar meghosszabbitasaba esnék, 3 pont egy egyenesen lenne.)

v) A fécstcs tiikrozése az alapon, pl. az L. 3. a)-ban ACD és A-bol B.

§) A koriilirt kor kdzéppontjanak hozzavétele, pl. az 1. 3. b)-ben ABC-bdl D.

£) A szimmetriatengely azon pontjanak hozzavétele, amelyet a fGcstcs koriil a szarral mint sugarral irt kor metsz
ki, éspedig az alapnak a f6csticesal €1 ) egyez6, ill. 2 ) ellentétes partjan (I. 3. b-ben C, az abran e1).

Ezek alapjan 5-tagu rendszert 3 tagibol egy csapéasra is képezhetiink: fenti lehetGségeink koziil kett6t valasztva
egyszerre két, D és E pontot kapcsolunk ABC-hez, — eziltal DAB, DAC, DBC ¢és EAB, EAC, EBC maéris egyenld
szartuak — majd megvizsgaljuk, hogy D és E egyiitt barmelyik eredeti csticcsal egyenld szard haromszoget adnak-e.
Pl. « és a-val a f6csucsnal 36° vagy 108° szOgl haromszoget mindkét szar felez6 merdlegesén tikrozve 1. 1. a)-t
kapjuk; ugyanebbdl « és §-val I. 1. b)-t. Mivel azonban a v) — ) lehetGségek egy a ¢ tengelybdl valo pontot csatolnak
a meglev6khoz, és t-ben az eredeti fGcsics is benne van, azért az 4j 2 pont kozil csak egyik képezhets a ) — )
lehetGségek szerint. Més szoval altalaban legalabb egyik 0j pont 8) szerint képezendd. S-ban viszont a tiikrozési szar
kétféleképpen valaszthaté.

Példaképpen keressiink olyan rendszert, amely ABC-hez D-t is, E-t is a 3 lehetGséggel képezi. Igy B, C, D, E
az A koriili AB sugart koron vannak, ezért fennall ADE, masrészt D és E az ABC tengelyére tiikrosek, ezért all
BDEA ~ CDEA, tehat elég pl. BDE egyenls szara voltat biztositani a BAC = ¢ sz0g alkalmas megvalasztasaval.
Ezt ¢ nagysaga szerint 4 esetben vizsgaljuk.

ILasd pl. az 1006. feladat megoldasat a XXI. kotet 1. szamban, 20. o.



5. dbra

1. AD-t AB-n 4 AFE-be 3¢ nagyséagu forgas viszi. Ha ez kisebb 180°-nal (5. dbra), vagyis DFE elvélasztja A-t B-t6l,
akkor BDE nem lehet egyenld szart, mert B-nél levs szoge (360° — 3¢)/2, ami tompaszdg, a D és E-nél levs szogek
pedig kiilonbozsk: ¢ # /2.

2. Ha 2¢p < 180° < 3¢, vagyis 90° > ¢ > 60°, akkor A és B a DE-nek egy oldalan vannak. A szogek el6bbi
kifejezéseivel az egyenld szarusag beall, ha B< = D<, amibél ¢ = 72° és megkapjuk I. 1. b)-t, vagy ha B« = E<,
ebbdl azonban a ) lehetGségben kizéart ¢ = 90° adodik.

3. A 2¢p > 180° és 3y < 360°, vagyis 90° < ¢ < 120° esethen D<t > 90°, E<t > 45° és B< < 45°, nincs megoldas.

6. dbra

4. Ha 3¢ > 360°, akkor az AD-t AE-be atvivs kisebb forgas 3¢ — 360° (6. 4dbra), a B szog ennek fele, BDE< =
BAE</2 = 180° — ¢ és a BED szog fele a nagyobb BAD szbgnek, vagyis 180° — /2. Itt B< = D<t-b6l ¢ = 144°,
ami ismét I. 1. b)-re vezet, mas megoldas nincs. Ezzel a példat befejestiik.

Olyan rendszer sincs, amelyben D-t a 3, E-t a v lehetSséggel képeznok. Igy ugyanis D és E a BC-nek ellentett
oldalan vannak (7. dbra), mert ABC'<t < 90° folytan DBC'< < 180°.

7. dbra

Igy a DCE szog osszeadassal adodik DCB és BCE-bél és értéke 90°. Ezért kell, hogy CDE alljon, igy ACD
egyenl6 oldali és ¢ = 30°, vagy 150°. Ebb6l pedig a DE A haromszog szogei 105°, 30°, 45°, ill. 15°, 30°, 135°, tehat
ez nem egyenl$ szard. — Sokban hasonlit ehhez a 8 — § par vizsgalata. — Ha a tovabbi lehetSségek valamely péarja
pontrendszert ad, az azonos I. 1. a) vagy L. 1. b)-vel, tehat nincs mas 5-tagu sikbeli pontrendszer.



