I. megoldas: Legyen AM és N D metszéspontja F. Ekkor a feladathoz flizott megjegyzés folytan — a szakaszok
irdanyitasat is figyelembe véve — az F-nek akar az AL szakaszon, akar azon kiviili helyzete esetén AL = AF + FL, igy
a vizsgalando osztoviszony:

" AL _AF | FL
LM LM LM’

A jobb oldal méasodik tagjaban allo osztoviszonyt — amelynek szokasos rovid jele: (FM L — DN és BC péarhuza-

mossaganak felhasznalasaval el6bb a vele egyenlé (DEL), majd hasonléan NE || AM alapjan a (DNF), végiil ismét

DN || BC alapjan a (BCM) osztoviszonnyal helyettesithetjiik, ennek értéke pedig adatként hasznalhato:

FL DL DF BM

(barmelyik két egymaéas utani pontharmas elss, méasodik, harmadik pontjai egymésnak megfelelsi).

Az els6 tagbeli hanyados szamlalojanak és nevezGjének FM-mel valé szorzasa utan az (AMF) = (ACN) = n
osztoviszony (ismét DN || BC alapjan) és az F'M /LM hanyados szorzataval egyenls, és itt az utobbi tényezd FM =
FL + LM, valamint (2) alapjan m + 1-gyel egyenl6:

3) AF AF FM AN FL+LM < FL
— — —n

IM _ FM LM NC LM WH)_"(mH)'

Most méar (1)—(3) szerint valoban all a bizonyitandé egyenléség:

I (m+1)+m= +m+
=n(m m=mn+m+n.
Miller Miksa (Mako, Jozsef A. g. II. o. t.)

IT. megoldas: A bizonyitandé egyenlGség jobb oldalan az (m + 1)(n + 1) szorzat harom tagjat felismerve adjuk
hozz4 mindkét oldalhoz a hidnyz6 negyediket, az 1-et és igyekezziink az

AL 1_AL+LM_AMh, dost 1_BM 1_BC, 1_AN 1—ACh’ dosok
m—i— = T =T anyadost az m + —Mc—i— —Moesn—i— —N—C—i— = NC anyadoso

. AM AM BC BC AC AC .
szorzataként elGallitani. (Ezek egyébként az = = — és — = ——— Aatalakitasok szerint

LM — ML MC  C NC
ugyancsak tekinthetSk osztoviszonyoknak, csupan az a szokatlan, hogy igy —(ALM), —(BMC) és —(ANC)-ben a
JkésGbben létrejott” L, ill. M, ill. N pont szerepel alappontként.) Valoban, az I. megoldasban hasznalt vagy azokhoz
hasonl6 atalakitasokkal:

AF AN
AM  AF+FM Tyttt yo !
LM LM LM LM
FM FL+ LM
FL+ LM FL

Ezzel bizonyitasunkat befejeztiik.

Megjegyzések. 1. Mindkét megoldasban kissé feliiletesen jartunk el, nem voltunk tekintettel arra, hogy mindazok
a hanyadosok, pontok, amelyekrsl beszéltiink, M és N-nek barmely felvétele esetén léteznek-e, egyértelmien meg
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vannak-e hatarozva, tovabba hogy az alkalmazott atalakitasokat szabad-e mindig végrehajtani. Most potoljuk ezeket
a hianyokat.

Igen egyszerd annak biztositasa, hogy az adott m és n osztoviszonyoknak (az osztasoknak) legyen értelmiik: nem
lehet MC = NC = 0, azaz M és N-et nem valaszthatjuk C-ben. Mar hosszabb meggondolast igényld kérdés, hogy a
tobb lépéssel elGallo L pont hatarozott-e. Ez csak akkor nem allna, ha az AM és DE egyenesek egybeesnének vagy
parhuzamosak lennének.

Egybeesésiik akkor és csak akkor kovetkeznék be, ha AB-vel valo A, ill. D k6z6s pontjuk is, és BC-vel valo M,
ill. E kozos pontjuk is egybeesne. Mar most D értelmezésénél fogva D = A akkor és csak akkor all be, ha N = A;
ilyenkor E értelmezésénél fogva E = M is bekovetkezik, ennélfogva a N = A, masképpen a n = 0 esetet ugyancsak ki
kell zarnunk. Forditva, E = M-bdl ugyancsak kovetkezik N = A; igy ugyanis a NE és AM péarhuzamosok egybeesnek,
ennélfogva az AC-vel valo egyetlen kézos pontjuk: N, ill. A is egybeesnek (AM-nek AC-vel nem lehet egynél t6bb
kozos pontja, mert BC-t az egymastol kiilonbozé M, ill. C pontban metszik.) Mas szoval az N = A egybeesésnek
sziikséges és elegendd feltétele az E = M egybeesés.

DE-nek AM-mel val6 parhuzamossiga pedig F értelmezése révén azt jelentené, hogy DE egybeesik N E-vel,
ennélfogva vagy D = N (ekkor egybeesnek A-val, ezt az esetet mar kizartuk), vagy DN | AM. Amde értelmezésnél
fogva DN || BC, ennélfogva ekkor AM || BC, ami ellentétben all M értelmezésével. Eszerint itt tovabbi esetet nem
kell kizarnunk.

Hogy a vizsgalando AL || LM osztoviszonynak legyen értelme, nem vehetjiik fel M, N-et ugy, hogy a megszerkesz-
tett L egybeessék M-mel. Erre csak az £ = M egybeesés vezethetne, ezt mar kizartuk.

Utolso ilyen kérdésiink: szabad volt-e F'M-mel hanyadost ,,b&viteni, ill. egyszertsiteni”, nem &ll-e fenn az FM =0
weszélye”? — Nem, mert F' és M az egymassal parhuzamos és N #Z C folytan egyméstol kiilonb6z6 N D, ill. BC' egyenes
egy—egy pontja.

Ezek szerint a bebizonyitott egyenlGség érvényes, ha M nem esik C-be és N nem esik sem C-be, sem A-ba.

2. Koénnyd belatni, hagy az ezek utdn ugyancsak ,yeszélyesnek” gondolhaté M = B egybeesést nem kell kizarni.
Ezzel N-nek barmely megengedett helyzetében L = D és egyenlGségiink bal oldala

AL AD AN
LM~ DB _ NB
és ez egyezik a jobb oldalnak m = 0-val ad6d6 értékével.

3. Abraink csupan M és N felvételében kiilonboznek, tulajdonképpen egy is elég volna, vagy még egyre sincs sziikség.
A szakaszok irdnyitasa nem nehezitette, hanem éppen konnyitette, egységessé tette a sokféle lehetGség vizsgalatat.
Mégis ajanljuk olvaséinknak, hogy még tobb abran kovessék az adott gondolatmenetet. M és N mindegyike szamaéara
mar ez is harom lehet&ség: az oldal szakaszon (itt m, n > 0), vagy a meghosszabbitasok valamelyikén (itt —1 < m,
n < 0, ill. m, n < —1); tovabbi finomitas: az oldalszakasz felez6pontjaban, ill. els6 vagy masodik felében (m, n = 1,
ill. < 1,ill. > 1).



