1. dbra

I. megoldas: Legyenek az adott egyenes és a pontok e, P, (). Ezek a keresett ABC haromszoggel szemben
négy elhelyezési kovetelményt tamasztanak: B és C-nek e-re, AB és AC-nek P, ill. Q-ra kell illeszkednie. Ezek a
kovetelmények egyrészt potoljak azt a hianyt, hogy a sziikséges harom (fiiggetlen) alkotorésszel szemben itt csak kettd
van elGirva, masrészt a haromszog helyzetét is meghatarozzak.

Tegyiik fel egyel6re, hogy P és ) az e-nek ugyanazon partjan van. Képzeljiik a feladatot megoldottnak, és legyen
egy a kovetelményeknek megfelel haromszog ABC, amelyben BC' = a, BAC< = « (1. abra). Hogy a meéret- és
helyzetkovetelményeket kapcsolatba hozzuk, toljuk el a BC' szakasz B végpontjat P-be, és legyen ekkor C' 4j helyzete
P’ vagyis PP’ || e ¢s PP’ = a. A PBCP' négyszog paralelogramma, ezért CP' || BP, ¢s igy az AB és AC, masképpen
a BP és CQ egyenesek kozti a szog C-ben is elallt C P’ és CQ kozott. Ennélfogva a P'Q szakaszt C-b6l « szdg alatt
latjuk.

Ezek alapjan a szerkesztés a kovetkezd: a P-n at e-vel parhuzamosan htzott ej-re P-t6l felmérjiikk az a szakaszt,
és megszerkesztjiik azt a ky, ko koriv-part, amelynek pontjaibol P'Q latoszoge a. ki, kso-nek minden az e-vel kdzos
pontja egy megoldast ad C-re, ebbsl a CP'PB paralelogramma negyedik csticsaként kapjuk meg B-t, végiil CQ és
BP metszéspontjaként A-t.

Valoban, igy AB és AC atmegy P-n, ill. Qq-n, BC = PP’ = a, ¢s BAC< = o, mert AB || CP, és igy BAC< =
P'CQ< = «a, mert valtoszogek.

Az 1. abran a ki, ko ivparnak e-vel 4 k6z0s pontja van: C, C1, Co, C3. Az utobbi ketts az e-nek P, Q-val ellentett
partjan fekvé ABC' haromszoget ad: 0. Pnoes @-n e haromszogek megfelel§ oldalszakasza nem megy at, csak az
oldalegyenes. Hasonldéan a Ci-gyel adoédo A; B1Cy haromszognek A; B; oldala atmegy P-n, A;Ci-nek viszont csak a
meghosszabbitasa megy at Q-n. Csak ilyen megoldas varhato akkor is, ha P és Q) az e-nek ellentétes partjain fekiisznek.

Hogy AsBs3Cs5 (és hasonloan A;BoCh) is megfelel6 megoldas, ennek bizonyitasa csak a szogek kozti egyenlSség
indokolasaban tér el a fentitsl: ezek most egyallasu szogek.

LAz abra eddigi részleteinek attekinthetGsége érdekében az A3B3C3 haromszognek Asz-ba befutdé oldalai csonkan vannak feltiintetve,
ugyanigy Aj-nél is ; a tavol es6 Az-t pedig nem tiintettiik fel.
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Megvizsgaljuk azt a helyzetet is, ha e szétvalasztja a P, @ pontokat (2. dbra). El6bbi elemzésiink csak annyiban
moédosul, hogy P'Q-t C-b6l nem «, hanem 180° — o szdg alatt 1atjuk, a szerkesztésben ki, ks-n az ennek megfelels
latoszog-korivpar értends. Az igy szerkesztett ABC haromszogekben a CP' és CQ félegyenesek egyike megegyezd,
maésika ellentett iranyt az AB, ill. AC félegyenessel, ennélfogva BAC< = 180° — P'CQ< = a.

A ky, ko koriv-par és e kozos pontjainak szama legfeljebb 4. Masrészt P’ szerkesztésére, P-nek a-val valé eltoléséara e
iranyaban, két lehetéség van (a 2. abran P, a P"”-bdl elsallitott B3Cs szakasz betiizési irdnya ezért ellentett BC-ével),
igy a megoldasok szama legfeljebb 8. (De lehet, hogy egy megoldas sincs.) Ha e szétvélasztja P-t és Q-t, akkor a P’ és
P"-hoz tartozo ivparok mindegyikének pontosan egy pontja van e-n, ilyenkor a megoldasok szama pontosan 4.

Ha P’ egybeesik Q-val, akkor a fenti eljaras nem hasznalhato, a korivek ponttéd zsugorodnak 6ssze. Ilyenkor csak a
P’ révén adodo megoldasokrol lehet sz6.

Ha a pontok egyike, pl. P az e-n van, akkor ez a B csics, a P’ megadja C-t, Q-t pedig CQ-bdl a vele o szoget
bezar6 két irdnnyal B-n at huzott parhuzamosok metszhetik ki; azonban megvizsgilandé, hogy az A-nal létrejott —
bels6 és kiilsg — szogek koziil valoban a bels6 egyenlé-e a-val. — Ha végiil P és Q mindegyike e-n van, akkor PQ = a
esetén végtelen sok megoldas van, PQ # a esetén pedig nincs megoldéas.

Megjegyzések. 1. A helyzeti és méretadatokat néhany dolgozat a PQ szakasznak BQ'-be valé eltoldsa ttjan hozta
kapcsolatba (3. 4dbra).
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Ekkor CQ'-t Q-bol a, ill. 180° — a szdgben 14tjuk. Bar igy az adott helyzetd szakaszt ismeretlen helyzetbe toltuk at,
némi tobbletmunkaval megoldashoz juthatunk a fentivel lényegében azonos gondolatmenettel. Ugyanis e-nek tetszés
szerinti B* pontjabol, mint B-nek eltolt megfelelGjébdl kiindulva megszerkeszthetjiik Abranknak egy az e mentén eltolt
megfelelGjét, majd ezt a ,csillagos” alakzatot Q*-nal fogva Q-ba ,yvisszatolva” megkapjuk a megoldést. Az dbréan ey, C,
@' alkalmas kozéppontra nézve tiikros parja az elébbi e, Q, P'-nek.

2. Az 1. abran vazolt harom megoldas nem egybevagd; a helyzetkovetelmények e tekintetben természetesen nem
potoljak a hidnyz6 méret-adatot.

3. A legtdbb dolgozat szerint a megoldasok szama legfeljebb 2, ritkdn 4. A hidny persze nem azon mulik, hogy az
adott pontpar minden dbraban e-nek ugyanegy oldalan van — bar a masik lehetGséget csak szérvanyosan emlitik —,
hiszen ilyenkor csak 4 megoldés van. Hanem azon, hogy legtobben a k1, ks ivekb6l és P’ két lehetséges helyzetébol csak
egyet-egyet vesznek figyelembe. — Egy dolgozat szerint P és @ koziil az ,e-hez kozelebbin” &t huzott parhuzamosra
a ,masik pont fel¢” mérjiik fel a-t. Egy méasik C-t @Q-ba tolva ,,az el6bbi megoldas szimmetrikusat” kapja. Néhanyan
kizarjak a PQ || e és a PQ L e lehetGségeket, ami hiba ugyan, mégis némi koriiltekintésre mutat. Van, aki szerint
a < P(Q) esetén nincs megoldés.

Mindezek (és mas hibak) szerint igen elterjedt az a tobbnyire nem is tudatos felfogas, hogy egy abrarol mindent
le lehet olvasni. Persze az a felfogas is lehet tulzas, hogy tobb abrat rajzoljunk, mert egyetlen adbra néha inkabb
félrevezet, mint tajékoztat. Olyankor azonban mindenesetre célszerid tobb kiilonbo6z felvételbdl kiindulva végigjarni a
meggondolast, ha — mint itt is — nemcsak alakrél van sz6, hanem helyzetr6l is.

Az alabbiakban — helysziike miatt — egy mas megoldas alapgondolatat mi is egyetlen dbrahoz kapcsolodva vazoljuk,
ezt azonban tudatosan tessziik, és az Osszes megoldasok megkeresését, valamint a diszkussziot az olvaséra bizzuk.

II. megoldas (vazlat): Keressiik A helyzetét a mértani helyek modszerével. Az A cstcs azon két (teljes) kor egyikén
van, amelynek pontjaibol PQ-t «, vagy 180° — « szog alatt latjuk (« a latoszog egyrészt olyankor, ha A a BP és CQ
félegyenesek mindegyikén rajta van, masrészt olyankor, ha A egyiken sincs rajta ; kiilonben 180° — o a 1atdszog). Az
egyik ilyen kq kor sugara legyen rq, kbzéppontja a 4. abran O;. — Tekintsiik masrészt az ABC haromszog ko koriilirt
korét, ennek kdzéppontja Os; ke-nek ro sugarat és Oz-nek e-t6l mért d tavolsagat a és a-bol megszerkeszthetjiik.
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ko helyzetének megéllapitasa céljara megmutatjuk, hogy az AO; és AOs sugarak e szoge egyenls az e és PQ
egyenesek R kozos pontjanal keletkezs szogek egyikével. Legyen Th a kq-hez A-ban hazott érintének egy olyan pontja,
amely AP-nek a Q-val ellentett partjan van, és Tb a ko-h6z A-ban huzott érintének @Q-tél AB altal elvalasztott
pontja. Ekkor T1AP< = AQP< = QCR< 4+ QRC<«, ThbAP<« = ThAB<« = ABC< = QCR<«, ezekkel valéban
€ = 01A0:,<x = T1 ATt = T1 AP« — Thb APt = QRC«.

Most mar r1, ro, és e-bol megszerkeszthetjiik az O1 AO, haromszog alakjat. Az igy megkapott O102-vel O; koriil
k kort irva egy mértani helyet kapunk Os-re, egy maésik ilyet pedig az e-t6l d tavolsdgban huzott parhuzamos ad. Oq
ismeretében elhelyezhetjiik ko-t, ennek ki-gyel k6z6s pontjaként megkapjuk A-t, majd AP és AQ révén B és C-t.



