I. megoldas. Az (1) egyenletbdl fejezziik ki z-et, és helyettesitsiik be (2)-be:

(3) r=11—-y—=z
(11 —y — 2)® + 2y* + 322 = 66
(4) 3y? + 2yz + 422 — 22y — 222+ 55 = 0.

Tekintsiik ezt egy y-ra vonatkozd méasodfoki egyenletnek:
(5) 3y? + (22 — 22)y + (427 — 222+ 55) = 0.
Ennek pontosan akkor van megoldasa, ha a diszkriminansa nemnegativ:
(22 —22)% —4-3- (42% — 222+ 55) > 0,
—442% + 1762 — 176 > 0,
22442 -4>0,
—(z—=2)?>0.

Mivel (z — 2) > 0, ez csak akkor teljesiil, ha (z — 2)? = 0, azaz z = 2. Ekkor (5) alapjan
3y? — 18y + 27 =0,

aminek egyetlen megoldasa y = 3. Végiill x =11 —y — 2 = 6.
Ezek a szamok ki is elégitik az egyenletrendszert.
Megjegyzés. A megoldas tugy is elmondhato, hogy (4) bal oldalat négyzetosszeggeé alakitjuk:

1 11\? 11
NV _22: )
3<y+3z 3> +—3(z ) 0

Ez pontosan akkor teljesiil, ha mindkét zaréjelben 0 all:

1 11
y—i—gz—?:O ész—2=0,

vagyis z =2 és y = 3.
Mivel az (5) egyenletre alkalmazott megoldoképlet pontosan ugyanezen az Gtleten alapul, ez a két megoldas lénye-

gében ugyanaz.
II. megoldas. Irjuk fel a stulyozott szamtani és négyzetes kozép kozotti egyenlGtlenséget az x, 2y, 3z szamokra az

11
1, 33 stlyokkal (Ez az egyenlGtlenség tetszGleges valos szamokra is teljesiil):
1-x+%-2y+%-32< -2+ 3 (2y)2 + 1 - (3y)?
1+3+4+3 - 1+4i+1
r+y+z x? 4 2y? + 3y?
S 1T ;
6 6
innen (1) és (2) alkalmazasaval
6 < v36.

Lathatjuk, hogy a két kozép egyenls. Ismeretes, hogy a szdmtani és a négyzetes kdzép pontosan akkor egyezik meg,
ha a kozepekben szerepls szamok nemnegativak és egyenlsk, azaz

r=2y=3z>0.

Ebbdl y = ; és z = %, amit (1)-be behelyettesitve:

x X
S+o=11
gtz =11,

=0,



y=§=3 és z=§=2
Megjegyzés. A felhasznalt egyenl6tlenseg egy atirasat, a Cauchy — Schwarz — Bunyakovszkij egyenl6tlenséget is
felirhattuk volna az z, v'2y, v/3z, illetve 1, — szamokkal:
\/_ \/_

(:1: 1+V2y- 74—\/_ 7>2§
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azaz 1
(z+y+2)?*< F(:f + 2% + 327).
Itt az egyenlség (ami fennall) szitkséges és elégséges feltétele:

1 1
x:ﬁy:\/gz:lzﬁ:%.

III. megoldas. Vonjuk ki (2)-bol (1) 12-szeresét, és alakitsuk négyzetosszegge:

a? — 12z + 2y* — 12y + 322 — 122 = —66,
(x—6)>+2(y—3)* +3(z—2)* =0.

Ez pontosan akkor teljesiil, ha x =6,y = 3,2 = 2.



