Jeloljiik A, -nel a keresett szamot. Megmutatjuk, hogy n > 3 esetén A,, = A,,_1 + Ao + 1.

Soroljuk a sorozatokat harom osztalyba:

1. A nem n-re végz6do sorozatok szama A, _1, mert ezekre pontosan annak kell teljesiilni, hogy 1 < a1 < as <

. < ap <n—1, és minden tag az indexével azonos paritasu.

2. Az a sorozat, amelynek utolsé tagja n és nem tartalmaz (n — 1)-nél kisebb elemet. Ilyen pontosan egy van:
paratlan n esetén az egy darab n-esbdl allo, paros n esetén pedig az (n — 1), n sorozat.

3. Azok a sorozatok, amelyek utolso tagja n és tartalmaznak (n — 1)-nél kisebb elemet. Ezeket ugy kapjuk, hogy
vesziink egy (n — 2)-nél nem nagyobb elemekbdl allo sorozatot (az ilyenek szama A,,_»); ha ennek legnagyobb eleme n-
nel azonos paritast, akkor a sorozathoz hozzatessziik az (n — 1) és n szamokat, ha pedig az utolso elem n-nel ellentétes
paritast, akkor az n szdmot (minden esetben csak egyféleképpen lehet a sorozatot folytatni).

A haromféle sorozatbol 6sszesen A,,_1 + A,,—2 + 1 darab van, a rekurziot igazoltuk.

Legyen f, az n-edik Fibonacci-szam (fo = 0, f1 = 1, fo41 = fu + fu—1). Teljes indukcioval igazoljuk, hogy
An = fn+2 -1

Ha n = 1, akkor 1 sorozat van: az egyetlen 1-esbdl allo, tehat A3 =1 = f3 — 1.

Ha n = 2, akkor az (1) és az (1,2) sorozatokra teljesiil a feltétel, tehat Ay =2 = f; — 1.

Az allitas tehat teljesiil n = 1-re és n = 2-re. Legyen k > 3 és tegyiik fel, hogy teljesiil n = k — 1-re és n = k — 2-re.
Ekkor a bizonyitott rekurzié és a Fibonacci-sorozat definiciéja alapjan

Ay =Ar 1+ Ao+ 1=firi — D+ (fe — 1)+ 1= (for1 + fr) — 1= figa— 1,

vagyis az allitds n = k-ra is igaz.
Tehat a kérdéses sorozatok szama fr, 4o — 1.

Megjegyzés. Ismeretes, hogy

Ennek felhasznaldsaval explicit képletet is nyerhetiink A,,-re:

(1+\/5)n+2 _ (17\/5)n+2
A, = 2 - 1.
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