Legyen b, = (1 4+ v2)" + (1 — V/2)". A zarojelet a binomialis tétel szerint felbontva lathatjuk, hogy b, értéke
(minden n-re) egész szam. Mivel paros n-re 0 < (1 — v/2)" < 1, paratlan n-re pedig —1 < (1 — v/2)" < 0, azért

B {[(1 +vV2)"|+1=a,+1, han paros.
A+ V2 =a, ha n paratlan.
Igy aom = boym — 1 68 agym—1 = bam_1. A bizonyitando dsszefiiggések koziil az els6t a b,-ek segitségével felirva:
bag — 1 =2bop—1 + bag—2 — 1,
azaz
(1) bak, = 2bak—1 + bak—2,
a masodik Osszefiiggés pedig a kovetkezs alakot 6lti
bok41 = 2(bar — 1) + bog—1 + 2,
azaz
(2) bagt1 = 2bag + bap_1.
Az (1) és (2) egyiitt éppen azt jelenti, hogy minden n-re
(3) bpto = 2bp41 + by.
A (3) azonossag fennallasat egyszerd szamolassal igazolhatjuk:
buye = (1+V2)" 2 + (1 - V2)" 2 =
=1+ V2)1+V2)" T+ (1—-v2)(1 - V2)" T =
=2b,11+ (V2 - D)1+ V2" 4+ (V2 - 1)(1 - V2)" T =
)

=2bpi1 + (V2— D)1+ V2)(1+V2)" + (—V2-1)(1 - V2)(1 - V2)" =
= 2011 + b

Faragé Gergely (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., IIL o. t.)
Megjegyzés. Eszrevehetjiik, hogy 1 + V2eés1—v2aza?—22—1 polinom gyokei. A megoldasbeli szamolashoz

hasonléan altalaban belathatjuk, hogy ha x1, zo, ..., @ az @* — ap_125 1t — ap_92*"2 — ... — a1z — ag polinom
gyokei, és c1,ca, ..., ci tetszleges rogzitett szamok, akkor a
by, = 12l + cozh + ... + crxl (n=1,2..))

sorozat elemeire teljesiil a
bk = ap—1bpik—1+ap2bpip—2+ ... +a1bpy1 + aobn

rekurzio. Ez az észrevétel lehet6veé teszi, hogy linearis rekurzioval adott sorozatok tagjait explicit formuléaval elGallitsuk.
Legyenek ugyanis d1, ..., dg;ao, ..., ax—1 rogzitett szamok, és definidljuk a (b,,) sorozatot a kovetkezGképpen:

by = dy, by = da, e by = di,

brt1 = ap—1bp + ar_2bp—1 + ...+ aibs + agby,

biti = ag—10k+i—1 + ag—2bk4i—2 + ... + a1bi41 + apb; (z =1, 2,.. )
Tegyiik fel, hogy az ¥ —ap_12" "1 — ... —ag polinomnak 1, xo,..., zi pironként kilonbizé gyokei. Megmutathato,
hogy ekkor léteznek olyan ¢y, .. ., ¢ szamok, amelyekkel (bdrmely n-re) a sorozat n-edik tagja: b, = c1a2” + ...+ cpz™;

a c; értékeket egy k egyenletbdl &1l linearis egyenletrendszer megoldasaként kaphatjuk.
Példaként tekintsiik a by =1, bo = 1, bjyo = bip1 + b; (i = 1,2,...) el6irassal meghatérozott, kozismert Fibonacci-
1+v5 1-+5
és .
2

sorozatot. A rekurziobeli egyiitthatok segitsegével el6allo 2 — x — 1 polinom gydkei

1+V5\ 1-5
2 2

n

Keressiik a sorozat elemeit b, = ¢

+ ¢ alakban. (Barhogyan valasszuk is c1, co-t, ezzel

mar a b;yo = b1 + b; Osszefliggés fennallasat biztositottuk.) A by = by = 1 kovetelmény a kovetkezs két egyenletet

adja ci-re és co-re:
14++5 1-5 3+V5 3—V5
5 c1 + 5 B c1 + 5

02:1, 02:1.



1 1
Az egyenletrendszer (egyértelmid) megoldéasa: ¢; = —, ca = ——, igy az n-edik Fibonacci-szam:

V5 V5

e ((55) - (59)),

Az érdeklsdd olvaso figyelmébe ajanljuk a kovetkezd kérdést: Hogyan ,menthetd 4t” az ismertetett modszer azokban
az esetekben, amikor a megfelel§ polinom gyokei nem mind kiilonbozéek (létezik ,tobbszoros” gyok), illetve ha a
polinomnak egyéltalan nem létezik valos gyoke. Az el6bbihez by = by = 1, b0 = 6b; 41 — 9b;, az utébbihoz by = by =
1, bjy2 = 2b;41 — 4b; vizsgalata szolgalhat tapasztalatokkal.




