Legyen O a koriilirt kor kdzéppontja, G pedig AO és BC metszéspontja. Hasznaljuk az abra tovabbi jeloléseit is.
Feltehetjiik, hogy AB < AC. (Az AB = AC esetben a feladat allitasa nem érdekes.)
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I. megoldas. A keriileti és kozépponti szogek tétele szerint AOB< = 2, ezért BAO< = 90° —~. Konnyen lathato,
hogy BAD< = 90° — 8 és BAE< = % = 90° — 5_;‘7 Feltevésiink szerint AB < AC, ezért 8 > v, igy az el6bb

kiszamitott szogekre:
BAD< < BAE< < BAO«.

Ennek alapjan a pontok sorrendje a BC oldalon: B, D, E, F, C. Mivel a haromszog tompaszégli, O a haromszdgdn
kivill van. Ezért EG < EF, és igy elég azt megmutatni, hogy DE < EG. Szamitsuk ki a DEA és EAG szogeket.
Ezeket a kordbban mar meghatarozott szogek kiilonbségeként kaphatjuk:

DAE< = EAG< = B% .
Ez azt jelenti, hogy az ADG derékszogi haromszogben AE szogfelezs. Mivel AD < AG, a szogfelezs osztasi ardnyara
vonatkozé tételbdl lathatjuk, hogy DE < EG, amib6l mar kovetkezik a feladat allitasa.

Megjegyzés. A megoldasbol lathatd, hogy az A csicsndl 16vE szog nagysagatol fiiggetleniil érvényes a kovetkezé
tétel: A haromszog barmelyik magassagvonalanak a vele egy csicsbol indulo szogfelezére vonatkozo tiikdrképe atmegy
a koriilirt kor kézéppontjan.

II. megoldas. Ismeretes, hogy a BC' oldal felez§ merélegese és az A csticsbol huizott belsd szogfelez6 a koriilirt
koron metszik egymast. Az ADE és HF E haromszogek hasonloak. Vilagos, hogy AD < HF, hiszen AD kisebb, mint
egy, a HO atmérdegyenessel parhuzamos hur fele, H F' pedig nagyobb, mint egy atméré fele. De ha AD < HF', akkor
az el6bbi hasonlésag kovetkeztében DE < EF.

II1. megoldas. Kifejezziik D E-t és EF-et a haromszog oldalaival, és 6sszehasonlitjuk a két szakaszt. A szogfelezére
vonatkozo tétel szerint
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ahol folhasznaltuk, hogy b > ¢, és ezért a pontok sorrendje a BC oldalon B, D, E, F, C.
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Hasonl6é meggondoléassal EF = BF — BE = — — ac_ € . 4. A feladat allitdsa azt jelenti, hogy
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Elegends tehat a legutobb kapott egyenlStlenséget igazolni. A koszinusztétel szerint a® = b% + ¢ — 2bc - cos o, amibél
a® > b* 4 ¢, hiszen cosa < 0. Mivel (b — ¢)? > 0, igy b + ¢* > 2b¢; tehat az elébbi egyenl6tlenségbol:

2a% > 20 + 2¢% > b + ¢? + 2bc = (b+¢)?.



Megjegyzések. 1. Konnyen belathato, hogy a DE > E'F esetben a haromszog csak hegyesszogi lehet. Ekkor ugyanis
2a* < (b+ c)? teljesiil, amit a koszinusztétel felhasznalasaval atalakitva:

2(b% + ¢ — 2bc - cosar) < b% + ¢ +2bc, innen
(b—o)?

cosa > e tehat a haromszog hegyesszogi.
c

2. A feladat allitasa kiterjeszthets. A II. megoldasbol azonnal latszik, hogy DE < EF akkor is teljesiil, ha az A
cstcsnal derékszog van.



