Az (x,,) sorozat elemei pozitiv valds szdmok, tovdbbd minden n pozitiv egészre
(1) 2wy +ao+ ... Fx) =@+ ad+ . )+ (2] Fal ).

Hatdrozzuk meg a sorozat elemeit.
Megoldas. Teljes indukcidval bizonyitjuk, hogy =, = n minden n pozitiv egészre. n = 1-re az egyenlet:

2zt =2} + .
Atrendezve és szorzatté alakitva:
a2 (x? + 21 +2)(x1 — 1) = 0.

Ennek az egyetlen pozitiv valés gyoke az 1.
Tegyiik fel, hogy k > 1, és hogy ezt a megallapitast megismételtiik egymas utdn az n =1,2,..., (k — 1) esetekre,

vagyis, hogy
,’Elzl, 1'222, ey L1 =k-1

a vizsgalandé sorozatot definidlé egyenlet egyetlen pozitiv valés megoldasa, ha n = k — 1. Megmutatjuk, hogy n = k-ra
(1)-nek egyértelmid megoldasa: zx = k.
k(k—1)

Irjuk fel a k-adik és a (k— 1)-edik egyenletet, és vonjuk ki az utobbit, felhasznalva az 1+2+.. .+ (k—1) = >

azonossagot:

20+2+...+(k—D+z)' =P+ +. ..+ (k-1 +20) + (1" +2"+...+ (k= 1)+ 2}),
20424 +k—1)'=(1P+2°+ .. . +k-1D>)+(17+2"+...+ (k—1)7),

2 (@ +xk>4—2 (@)4 =z} + .

Végezziik el a hatvanyozasokat és rendezziik az egyenletet:
xp 4+ xh — 2xf — 4k(k — 1)z — 3k*(k — 1)%27 — k3(k — 1)32, = 0.
x-val oszthatunk, hiszen pozitiv; a zaréjeleket adtalakitva:
2§+ — 223 — (4k* — 4k)x} — (3k* — 6k + 3k?)xy, — (K® — 3K° + 3k* — k*) = 0.
Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy ennek zj, = k megoldasa. Emeljik ki az (z — k) gyoktényezst:
(zx — k) (2} + kajy + (K + ) + (K + k — 2)a;, + (K* — 3k + 2k)zy, + (K° — 3k* + 3k — k) = 0.

Azt allitjuk, hogy a masodik tényez6ben minden egyiitthato pozitiv. Ezt nyilvan elég a negyediktdl kezdve igazolni.
Valoban,
k+k—2>k+2-2>0,
Y =3k? 4+ 2k > k' —4k? +4 = (K> —2)? > 0 ¢s
EP—3k* — 3k* — k* = k2 (k — 1) > 0.

Ezért — mivel z; > 0 — a mésodik tényezd mindig pozitiv, az egyenlet egyetlen pozitiv gyoke: xj = k.
Ezzel az allitdsunkat is igazoltuk.



